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Vorwort

Dieses Manuskript ist fiir die TeilnehmerInnen der Vorlesung
MafTA: “Mathematik fiir Informatik(-Anfang)er”

an der Universitat Gottingen gedacht. Es basiert auf einem &lteren und un-
vollstandigen Text aus dem Studienjahr 2003/2004, und es wird im Stu-
dienjahr 2007/2008 an dieser Stelle griindlich durchgearbeitet, ergéinzt und
korrigiert. Insbesondere sollen mehr Beispiele und Bilder eingebaut werden
(Dank an Anna Eggers, die etliche angefertigt hat), und viele Links und die
Querverbindungen zu MuPAD und MATLAB nachgeliefert werden. Ferner
ist eine gewisse Aufteilung zwischen dem Stoff der Vorlesung und dem der
parallelen Saaliibung geplant.

Das Ganze ist, wie jede website, “under construction”. Ich bitte alle Studie-
renden, mich per e-mail auf Fehler, Ungenauigkeiten und Unvollstandigkeiten
hinzuweisen, und Tim Rohlfs danke ich fiir sein sehr griindliches Korrektur-
lesen.

Soweit zur Entstehung und zum Horerkreis. Aber es sollte auch noch etwas
zum Inhalt der Vorlesung und zur den Auswahlprinzipien fiir den Stoff gesagt
werden.

Mathematik ist zwar auch fiir viele andere Disziplinen wichtig, aber fiir die
Informatik ist sie unerlafllich. Dazu gibt es vom Altmeister Prof. Dr. Dr. h.c.
mult. F.L Bauer einen schonen Artike]ﬂ, aber es sind noch einige Argumente
hinzuzufiigen.

Mathematik ist die einzige Wissenschaft, in der man seiner Aussagen in
einem gewissen Sinn sicher sein kann, weil man sie unwiderleglich bewiesen
hat. Deshalb sind alle Sicherheitsaspekte und Korrektheitsfragen in
der Informatik notwendig mit Mathematik verbunden. Das betrifft diverse
Teildisziplinen der Informatik, u.a. die Kryptographie und das Software—
Engineering.

Und das in den Ubungen zu Mathematikvorlesungen erlernte unwiderlegli-
che Beweisen ist eine oft unterschitzte Schliisselqualifikation, denn man
lernt, das Wesentliche vom Unwesentlichen zu unterscheiden, eine Argumen-
tationslinie sauber aufzubauen und alle Einwénde unmoglich zu machen. Das
ist auch auflerhalb der Mathematik extrem niitzlich, z.B. wenn man einen
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Kunden, den Unternehmensvorstand oder ein Gericht von etwas {iberzeugen
will. Deshalb wird in Mathematikveranstaltungen darauf bestanden, daf§ die
Studierenden miindlich und schriftlich in der Lage sind, einwandfreie Bewei-
se zu formulieren. Dafl dies nebenbei die Studierenden der Informatik dazu
erzieht, moglichst fehlerfreie Algorithmen zu entwerfen, diirfte klar sein.

Weniger klar ist hingegen, daf§ man das Erlernen von Mathematik nicht durch
reine Faktenvermittlung erreichen kann. Wie beim Lernen des Klavierspiels,
einer Fremdsprache oder einer Programmiersprache reicht es nicht, eine noch
so gut geschriebene Anleitung zu lesen. Man muss eine Fremdsprache re-
gelméfig sprechen, in einer Programmiersprache eine Folge immer kompli-
zierterer Programme schreiben und am Klavier téglich {iben, sonst wird es
nichts. In diesem Sinne muff man auch Mathematik immer wieder iiben,
und das geschieht im begleitenden Ubungsbetrieb. Dieser ist mindestens
so wichtig wie die Vorlesung oder ein begleitendes Buch, und das Erfolgskri-
terium einer Mathematikveranstaltung ist aus gutem Grund nicht ein gutes
Faktenwissen allein, sondern der Nachweis, mit der Mathematik praktisch
umgehen zu konnen.

Deshalb wird dieser Text in seiner Endform auch viel Material zum Uben
enthalten. Dieses ist an bestimmten Stellen eingestreut. Fragen sollten gleich
beim Lesen schon beantwortet werden kénnen, Aufgaben erfordern etwas
Nachdenken und in der Regel auch Papier und Bleistift, sind aber trotzdem
im laufenden Text enthalten. Ubungen werden in spiiteren Textversionen
getrennt aufgelistet sein, und an verschiedenen Stellen wird es praktische
Anleitungen geben, etwa zum sauberen Formulieren von Beweisen oder
zum Umgang mit begleitender Software, z.B. MATLAB®O oder MuPad©.

Insgesamt ist der Inhalt durch die begrenzte Vorlesungszeit auf das unbedingt
Notige eingeschrankt, und es wird an verschiedenen Stellen darauf hingewie-
sen, welche Gebiete der Mathematik in welchen Gebieten der Informatik
zur Anwendung kommen. Die Tabelle [ bringt eine Liste mit keineswegs
vollstéandigen Beispielen. Differenzial- und Integralrechnung sind nicht in
dieser Liste, aber sie sind unerlafiliche Hilfsmittel fiir verschiedene der ex-
plizit genannten Gebiete, z.B. fiir die Fouriertransformation und die digitale
Signalverarbeitung. Ebenso ist die Lineare Algebra nicht nur wichtig in di-
rekten Anwendungen, sondern sie liefert Methoden, Geometrie algorithmisch
zu betreiben und in der Computergraphik anzuwenden. Viele Informatikdis-
ziplinen setzen Kenntnisse aus mehreren mathematischen Gebieten auf ein-
mal voraus. Beispielsweise erfordert das zur Zeit sehr modische maschinelle



Mathematik Informatik—Anwendung
Relationen relationale Datenbanken
Logik Schaltlogik

regelbasierte Verfahren
maschinelles Beweisen

Zahlen Rechnen mit Gleitkommazahlen
Kryptosysteme

Lineare Algebra Modellierung
Data Mining

Geometrie Computergraphik

Computer—Aided Design

Folgen und Reihen Komplexitatstheorie

Analyse von Algorithmen

Vektoranalysis Modellierung von Strémungsvorgéingen
Fouriertransformation | Signalverarbeitung

Kompressionsverfahren wie JPEG und MPEG

Tabelle 1: Mathematikdisziplinen und ihre Informatik—Anwendungen

Lernenl] nicht nur die Differenzial- und Integralrechnung, sondern auch die
Lineare Algebra und ein geriitteltes Mafl an Stochastik.

Deshalb darf man nicht erwarten, dafl diese Vorlesung die in der Informatik
notige Mathematik komplett abdeckt. Dazu wére ein Vielfaches an Aufwand
notig. Es ist aber moglich, den Studierenden die wichtigsten Anfangsgriinde
beizubringen und sie in die Lage zu versetzen, von hier aus andere mathe-
matische Disziplinen, soweit sie in spateren Studienrichtungen notig werden,
sich ohne grundlegende Probleme zu erarbeiten.

Die Diskrete Mathematik und die Stochastik werden parallel bzw in
einer nachfolgenden Vorlesung gelehrt. Deshalb werden hier die Querverbin-
dungen zu diesen Vorlesungen und zur Grundausbildung in Informatik nur
in Form von Verweisen behandelt.

Gegentiber der &lteren Version des Skriptes wurden einige neue Lehrbiicher
[2, 6, [7, O, B, B] in das Literaturverzeichnis aufgenommen. Meinen eigenen
Vorstellungen kommen die Bénde [0, [[] von Gerald und Susanne Teschl
am nichsten. Das Buch [ von P. Hartmann enthilt deutlich weniger Stoff
(es hat ja auch nur einen Band), zeichnet sich aber durch viele Beispiele
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und eine besondere Leserfreundlichkeit aus. In beiden Werken sind Diskrete
Mathematik und Stochastik mit enthalten.

R. Schaback, 24. Juli 2008
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1 Mengen und Abbildungen

Wo beginnt die Mathematik? Sie setzt strukturiertes Denken voraus, und
diese Disziplin nennt man Logik. Die Aufstellung oder Beschreibung der
Struktur der Logik erfordert aber selbst wieder ein strukturiertes Denken.
Analysiert man dieses Dilemma etwas genauer, so stellt sich heraus, dafl
man fiir eine saubere Darstellung der mathematischen Logik die logischen
Begriffe der Mengenlehre braucht, fiir die Mengenlehre aber wiederum die
Logik.

Aus diesem rekursiven Dilemma kommt man nur heraus, wenn man erst
einmal ganz naiv und unstrukturiert sowohl Mengenlehre als auch Logik
behandelt, um danach den Boden des naiven Wissens zu verlassen und in
einem zweiten Durchgang sowohl die Logik als auch die Mengenlehre sauber
zu strukturieren. Der naive Zugang kann sowohl mit Mengenlehre als auch
mit Logik begonnen werden (vgl. [] und [I] fiir zwei verschiedene Zugénge).
Wir beginnen hier mit Mengenlehre, lassen die Logik folgen und holen die
saubere Strukturierung im Abschnitt Z4] nach.

1.1 Mengenlehre
1.1.1 Grundbegriffe

Definition 1.1 Fine Menge (im Sinne der “naiven” Mengenlehreﬁ) ist eine
beliebige Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen (nach Cantorfl.
Die Objekte heiffen Elemente der Menge.

Man kann Mengen durch Aufzidhlung konstruieren:
{1,3,7} hat die Elemente 1, 3 und 7 (1.2)
oder durch Angabe einer Eigenschaft, die alle Elemente haben sollen:
{z : x hat die Eigenschaft E}. (1.3)

Diese Methode ist sehr naiv und muf} spater etwas genauer formuliert werden
(z.B. ist “z hat die Eigenschaft E” eine Aussage und setzt deshalb die
Aussagenlogik voraus). Obendrein fiihrt sie auf Widerspriiche, aber auch das
werden wir jetzt noch nicht untersuchen.

http://de.wikipedia.org/wiki/Mengenlehre
%http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Cantor.html
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Definition 1.4 Ist x ein Element einer Menge M, so schreibt man x € M
und sagt auch “x liegt in M 7.

Ist x nicht Element einer Menge M, so schreibt man x ¢ M.

Die leere Menge wird mit () bezeichnet. Sie hat keine Elemente.

Genaugenommen haben die Definitionen ([C2) und (C3)) nur gemeinsam mit
Definition [[4] einen Sinn, denn die Mengendefinition ([C2) fiir eine Menge

M :={a,b,c,...} (1.5)
durch Aufzihlung ist eine Kurzform fiir
esgilt a € M und b € M, und c € M usw.
wéhrend ([C3) die Bedeutung
fiir alle z gilt x € M genau dann, wenn x die Eigenschaft £ hat.

Man mache sich klar, dal die umgangssprachliche Verwendung von “ist Ele-
ment von” und “hat Elemente” zu vage ist und durch die formalere Schreib-
weise x € M abstrahiert wird. Das werden wir uns noch genauer ansehen,
wenn wir € als Relation verstehen, aber wir werden auf unserem Weg hin zu
einer saubereren Formulierung jetzt weitgehend das Wort “Element” vermei-
den und von € reden.

Wir verwenden die unsymmetrische Notation := (sprich: “ist definiert als”)
fiir Definitionen wie in ([CH), wenn wir etwa durch z :=A die Bedeutung des
Symbols x durch einen Ausdruck A festlegen wollen. Das hat natiirlich gar
nichts mit der Wertzuweisung in PASCAL zu tun.

Aus der Interpretation der Klammerschreibweise in ([LH) folgt sofort, dafl die
Mengen {1,3,7} und {7, 1,3} gleich sind.

Weitere Beispiele:
{0,1,2,3,5,7,11}
{z : x ist eine ganze Zahl und durch 2 teilbar }
{z : x ist ein roter Hering}

Hier noch ein paar Klarstellungen. Die leere Menge () hat keine Elemente,
und das kann man als
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fiir alle x ist die Aussage x € () immer falsch

beschreiben. Dagegen hat die Menge {(}} per Definition ein Element, ndmlich
(). Es kénnen also durchaus Mengen gleichzeitig Element von etwas sein.

Frage: Was sind die Elemente der Menge {a, {b,c},0} ?
Definition 1.6 FEs seien M und N Mengen.

1. Man sagt, M seiin N enthalten oder sei eine Teilmenge von N und
schreibt M C N oder N 2 M, wenn jedes Element x von M auch
Element von N ist, d.h. wenn fiir alle x aus der Aussage x € M immer
die Aussage x € N folgt.

2. Man sagt, M und N seien gleich und schreibt M = N, wenn sie
dieselben Elemente haben. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage,
dafs die Aussagen M C N und N C M beide zutreffen.

In manchen Biichern wird statt C auch C geschrieben. Wegen der Analogie
zu dem Symbol < fiir “kleiner oder gleich” zwischen Zahlen ziehe ich C vor.

Die Definition [CH verwendet den Begriff “aus Aussage A folgt Aussage B”.
Das ist natiirlich wieder Aussagenlogik, aber die haben wir noch nicht be-

handelt.
Wichtige Mengen sind

IN = {0,1,2,3,...}
z = {0,+1,-1,2,-2,...}
IR := reelle Zahlen = {infinite Dezimalbriiche mit Vorzeichen}

aber man sollte nach Moglichkeit die “Pilinktchen—Notation” und unklare
Begriffe wie “infiniter Dezimalbruch” vermeiden. Wir werden das spéter
besser machen. Die reellen Zahlen sollen hier erst einmal so wie in der Schule
verstanden werden.

Frage: Wieviel Elemente hat die Menge {IN, ZZ}?

In der Informatik gibt es den Begriff der (einfachen) Datentypen. Sie sind
definiert als Mengen, namlich als Mengen von Werten. Aber das soll in der
Informatikvorlesung gelehrt werden.
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1.1.2 Exkurs: Was heif3t “gleich”?

Bei Definition [LO liegt ein erster Fall einer “Gleichheit” vor, die durch
das Zeichen “=" ausgedriickt wird. Damit mufl man sehr vorsichtig sein,
besonders als Informatiker, denn viele Programmiersprachen benutzen Zei-
chenfolgen wie
r=cx(a+Db);

in ganz anderer Bedeutung als einer “Gleichheit” der linken und rechten Sei-
te. Immerhin gibt es in der Informatik inzwischen auch “==" als Symbol
fiir den Test auf Gleichheit der linken und rechten Seite, aber es ist z.B.
fraglich, ob damit Referenzgleichheit oder Wertgleichheit gemeint ist
(diese Begriffe werden in der Informatikvorlesung erklirt). Alle Studieren-
den der Informatik sollten nervés werden, wenn man ohne klare Definition
von “Gleichheit” redet. Auch im deutschen Sprachgebrauch sind “das glei-
che” und “dasselbe” eben nicht dasselbe, und man wiirde in Teufels Kiiche
kommen, wenn man fiir beides dieselbe Notation verwenden wiirde.

1.1.3 Potenzmenge

Es gibt auch Mengen von Mengen:

Definition 1.7 Die Potenzmengeﬂ einer Menge M besteht aus allen Teil-
mengen von M und wird mit P(M) oder manchmal auch mit Pot(M) be-
zetchnet.

Man mache sich klar, daf§ fiir alle N die Aussagen N € P(M) und N C M
gleichbedeutend sind. Auflerdem mag es Anfinger verwirren, dafi P(()) # ()
gilt.

Frage: Warum ist das so?

1.1.4 Grundregeln des formellen Beweisens

Dies ist ein Exkurs, der in die parallele Saaliibung gehort. Der Vorlesungstext
geht mit Abschnitt weiter.

Einen Beweis fiir M C N fithrt man im allgemeinen so:

1. Man nimmt sich ein beliebiges Element von M und nennt es x. Wenn
es kein solches gibt, ist M gleich der leeren Menge () und man hat nichts
mehr zu beweisen. Dies bedarf keiner besonderen Erwahnung, denn die
Definition von M C N ist so gemacht, dafl man nur fiir Elemente von
M etwas beweisen muf}. Es gilt also immer () C N fiir alle Mengen N.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Potenzmenge
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2. Dann argumentiert man fiir dieses x so lange, bis man die angestrebte
Aussage * € N bekommt. Dazu verwendet man alles, was man {iber
M und N wei.

Beispiel: Man beweise die Behauptung, daf} fiir drei Mengen L, M und N aus
L C M und M C N immer auch L C N folgt. Bei naiver Argumentation
wiirde man einfach folgendes sagen:

Alles, was in L liegt, liegt in M.
Alles, was in M liegt, liegt in N.
Also liegt alles, was in L liegt, auch in N.

Das ist inhaltlich richtig, aber eher der Sprechweise eines Juristen und nicht
der einer Mathematikerin oder eines Informatikers oder eines Computers
angemessen.

Wir miissen friih iiben, so etwas ganz formal aufzuschreiben. Wie geht man
vor? Man schreibt sich erst hin, was man weif3:

1. L € M, d.h. fiir alle z gilt, dafl aus € L immer x € M folgt.
2. M C N, d.h. fir alle x gilt, dafl aus z € M immer x € N folgt.

Was will man zeigen?

Fiir alle = gilt, dal aus z € L immer x € N folgt. Man kann sich also ein
beliebiges * mit € L hernehmen. Dann kann man 1. benutzen, um auf
x € M zu schlieBen. Danach benutzt man 2. um auf x € N zu kommen.
Fertig.

Wie schreibt man so einen Beweis sauber auf?
Man beginnt mit der genauen Formulierung der

Behauptung: Sind L, M, N beliebige Mengen und gilt L. C M und
M C N, so gilt auch L C N.

Dabei darf man keine unerklédrten Symbole verwenden, d.h. man darf nicht
weglassen, dafl L, M und N Mengen sein sollen.
Dann schreibt man hin, was man weifs:

Voraussetzungen: L, M, N sind Mengen. Ferner gilt

1. L € M, d.h. fiir alle z gilt, dafl aus x € L immer x € M folgt.
2. M C N, d.h. fiir alle z gilt, dal aus x € M immer x € N folgt.

Das haben wir oben schon gut gemacht. Dann formuliert man das Ziel ge-
nauer:
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Zu zeigen ist: L C N, d.h.
zu zeigen ist: Fiir alle x gilt, dal aus x € L immer x € N folgt.
Jetzt kann man die Argumentation durchfiihren:

Sei x € L beliebig.
Dann gilt nach 1. auch x € M.
Dann gilt nach 2. auch x € N.

Also folgt fiir beliebige z € L immer auch z € N,
quod erat demonstrandum, was zu beweisen war. a

Man mache sich klar, woraus ein formaler Beweis besteht:

1. Eine genau formulierte Behauptung.

2. Eine Aufstellung der Voraussetzungen, unter Heranziehung des bisher
vorliegenden Wissens (Definitionen und bekannte “Sétze”).

3. Eine passende Umformulierung des Ziels (“... zu zeigen ist ...” ), wieder
unter Benutzung des Vorwissens.

4. Eine Aufstellung der Beweisschritte, dabei immer von zutreffenden
Aussagen ausgehend und neue zutreffende Aussagen erschlieffend.

Bevor man so einen Beweis aufschreibt, mus man ihn gedanklich erarbeiten.
Dazu kann man alle méglichen Hilfsmittel benutzen, auch “raten” oder einen
Hellseher befragen, es kommt auf Korrektheit nicht an. Aber dann mufl
der Beweis sauber und schliissig nach den obigen Regeln hingeschrieben
werden. Im Extremfall, in der Disziplin “Maschinelles Beweisen” der
“Kiinstlichen Intelligenz”, miissen die Schritte in einer fiir Computer
versténdlichen Form sequentiell eingegeben werden.

Ein besonders iibler Anfangerfehler ist, von ungesicherten und zu beweisen-
den Aussagen auszugehen, dann gesicherte Aussagen zu erschlieBen und dann
zu behaupten, die zu Anfang formulierten Aussagen seien damit bewiesen.

Aus Unsinn kann man etwas Sinnvolles folgern,
ohne dafl dadurch der Unsinn sinnvoll wird!

Beispiel: Aus der unsinnigen Gleichung 3 = 7 fiir natiirliche Zahlen folgt
durch die legale Multiplikation mit 0 auf beiden Seiten die korrekte Aussage
0 = 0, aber das beweist nicht, daf§ 3 = 7 korrekt war.

Also noch einmal: ein korrekter Beweis erfordert u.a.
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eine Aufstellung der Beweisschritte, dabei immer von zutreffenden
Aussagen ausgehend und neue zutreffende Aussagen erschliefend.

In der Abfolge der Beweisschritte diirfen natiirlich auch keine Liicken sein.
Wir werden das im folgenden iiben.

Es sollte bis hierher schon klar sein, daf ein Beweisgang eine Richtung hat,
und zwar immer von einer schon bewiesenen Aussage zu einer neuen, die dann
auch bewiesen ist. Umkehrungen dieser Schlufirichtung sind im allgemeinen
unzuléssig, wenn nicht exakt bewiesen wird, daff auch die Umkehrung der
Schlufirichtung korrekt ist. Wenn aus einer Aussage A eine Aussage B folgt,
sagt man auch, B sei notwendig fiir A oder eine notwendige Bedingung
fiir A.

Beispiel: Ist p eine Primzahl griffer als 2, so ist p ungerade. Hier ist die
Aussage p ist ungerade eine notwendige Bedingung dafiir, dafi p eine Primzahl
grofler als 2 ist. Diese Schluflirichtung 148t sich nicht umkehren, denn man
sieht am Beispiel der 9, daf} nicht alle ungeraden Zahlen Primzahlen sind.

Wenn aus einer Aussage A eine Aussage B folgt, sagt man auch, A sei
hinreichend fiir B oder eine hinreichende Bedingung fiir B.

Aufgabe: Fiir beliebige Mengen M und N folgt aus M C N immer P(M) C
P(N).

Deshalb ist bei der obigen Aufgabe die Bedingung M C N hinreichend fiir
P(M) C P(N).

Wenn sich die Schlufirichtung zwischen zwei Aussagen A und B umkehren
1&Bt, wenn also A hinreichend fiir B und B hinreichend fiir A ist, so heiflen
die Aussagen A und B logisch dquivalent. Man sagt auch, A sei notwendig
und hinreichend fiir B (oder umgekehrt).

Die beim Publikum beliebtesten logischen Fehler entsteht beim Lésen von
Gleichungen. Wenn eine Gleichung, etwa 22 — 1 = 0 zu “lésen” ist, so hat
man zundchst die Problemstellung sauberer zu formulieren:

1. Man finde eine reelle Zahl x, so daf§ 3 — 1 = 0 gilt. Oder:
2. Man gebe alle reellen Zahlen x mit 23 — 1 = 0 an. Oder:

3. Man gebe alle komplexen Zahlen x mit 23 — 1 = 0 an (es gibt 3).
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Im ersten Fall reicht es, ein Beispiel anzugeben und die “Probe” zu machen,
indem man z.B. fiir die reelle Zahl x = 1 zeigt, dass 23 — 1 = 0 gilt. Es ist ja
gar nicht danach gefragt, ob es noch andere Losungen gibt. Im zweiten und
dritten Fall muss man erstens eine oder mehrere Zahlen angeben, zweitens
beweisen, dass diese Zahlen Losungen sind (”Probe”) und drittens den Beweis
fithren, dass es keine anderen Losungen gibt.

Der allererste Fehler besteht oft darin, Gleichungen wie x +y =2, z—y =0

einfach hinzuschreiben, ohne eine klare Problemstellung damit zu verbinden.
Gleichungen an sich sind sinnlos.

Es sollte z.B. heiflen:

Gesucht sind alle reellen Zahlen x,y mit x +y =2, x —y = 0.

Der néchste Fehler schlieit sich an, wenn die Gleichungen hingeschrieben
werden, dann so lange gerechnet wird, bis man zu z = y = 1 kommt, und
dann “Schlufl gemacht” wird. Wenn man die Gleichungen hinschreibt und
losrechnet, muss man vorher die Annahme machen, es géibe Zahlen x, y, die
die Gleichungen erfiillen.

Denn mit etwas, was nicht existiert, kann man nicht rechnen.

Macht man die Annahme, es gibe reelle Zahlen z,y mit x + y = 2, = —

y = 0 und bekommt dann nach einiger Rechnung = y = 1 heraus, so
hat man folgendes bewiesen: Wenn es Losungen der Gleichungen gibt, so
sind sie alle gleich, und zwar v = y = 1. Das beweist keineswegs, dafl

x =y = 1 die Gleichungen 16st, sondern nur die Eindeutigkeit der Losung
unter der Voraussetzung der Existenz der Losung. Ohne den zusétzlichen
Existenzbeweis (die “Probe”) hingt aber auch der Eindeutigkeitsbeweis in
der Luft, weil er nur unter der Voraussetzung der Existenz einer Losung gilt.

Beim “Losen” von Gleichungen ist die “Probe” unerlafilich.

Der letzte Standardfehler betrifft das Rechnen von “Proben”. Die immer
wieder anzutreffende Rechenkette
r+y = 2 r—y = 0
141 = 2 1-1 =0
0 =0 0 =0

hat mehrere Fehler: Erstens darf man nie Gleichungen hinschreiben, ohne
eine Annahme der Existenz der vorkommenden Grofien zu machen und das
Erfiilltsein der Gleichungen anzunehmen (das soll die “Probe” aber gerade
beweisen!). Zweitens hilft es nicht, die korrekte Aussage 0 = 0 herzuleiten,
denn das beweist gar nichts, weil man aus falschen Aussagen richtige er-
schliessen kann.
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Man sollte Gleichungsproben immer so hinschreiben, dafl man
die Gleichungen selber nicht verwendet, sondern sie aus gesi-
cherten Aussagen herleitet.

Man kann das durch getrenntes Ausrechnen der rechten und linken Seiten
machen, mit einem Vergleich am Schluf3.

Beispiel:

Behauptung:

Die Zahlen x = y = 1 erfiillen die Gleichungen x +y =2, x —y = 0.
Beweis: Beim Einsetzen von © = y = 1 ergeben sich die linken Seiten der
Gleichungen als 2 = 1+1 bzw. 0 = 1—1. Weil diese getrennt berechneten lin-
ken Seiten mit den entsprechenden rechten Seiten der gegebenen Gleichungen
iibereinstimmen, sind die gegebenen Gleichungen erfiillt.

Oder:
Behauptung: Die Zahl z = 1 geniigt der Gleichung 2% — 22 +1 =z — 1.
Beweis: Die Zahl x = 1 erfiillt

?—2r4+1=1-24+1=0undz—1=0.
Deshalb ist die Gleichung x? — 2z +1 = 2 — 1 fiir x = 1 erfiillt.

Oder: Behauptung: Die Zahl z = 1 geniigt der Gleichung 2? —2z+1 =2 —1.
Beweis: Die Gleichung ist dquivalent zu 2% — 3z + 2 = 0.
Die Zahl x = 1 erfiillt

2 —3r+2=1-3+2=0.

Hier spart man sich das getrennte Ausrechnen der rechten Seite. Aber das
setzt voraus, daf§ auf der rechten Seite nichts mehr zu rechnen ist, weil dort
nur noch eine Konstante steht.

1.1.5 Mengenoperationen
Definition 1.8 Seien M und N beliebige Mengen. Dann sind

MNON = {z|zeM und z & N}
MUN = {xz|x€ M oder x€ N}

als Durchschnitt und Vereinigung von M und N definiert. Etwas anders
formuliert: Es gilt fiir alle v die Aussage

MNN und
xe{ MUN} genau dann, wennxeM{ oder}xEN
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gilt. Zwei Mengen M und N mit M NN = () heiffen disjunkt. Eine Menge
P ist die disjunkte Vereinigung zweier Mengen M und N, wenn gilt

MNON = 0
MUN = P

Dabei ist “oder” nicht als “ausschliefendes oder” gemeint, und es gilt deshalb
MNNCMCMUN

fiir alle Mengen M und N (Beweis?). Die offensichtliche Parallelitdt zwischen
den Mengenoperationen N und U und den logischen Operationen “und” und
“oder” wird uns noch beschéftigen. Die Studierenden der Informatik sollten
zumindestens ahnen, dafl Rechner aus “Schaltlogik” bestehen, und des-
halb sind die Gesetze der Logik und allgemeiner der nach Boold! benannten
Booleschen AlgebrzE ein unabdingbares Grundwissen fiir angehende In-
formatiker. Die einfachsten solchen Gesetze, hier in der “Verkleidung” als
Regeln fiir Mengenoperationen, bringt

Theorem 1.9 Fiir beliebige Mengen M, N und S sowie die obigen Mengen-
operationen gelten die Regeln

MUN = NUM Kommutativitdt von U
MNN = NNM Kommutativitdt von N
(MUN)US = MU(NUYS) Assoziativitit von U
(MNN)NS = MN(NNS) Assoziativitit von N
(MUN)NS = (MNS)U(NNS) Distributivitit von U und N
(MNN)US = (MUS)N(NUS) Distributivitit von N und U
MU = M Absorptionsgesetz fiir U
M0 = 0 Absorptionsgesetz fiir N

Aufgabe: Man iibe das saubere Aufschreiben von Beweisen an

Aus AC M und B C M folgt AUB C M. (1.10)

Definition 1.11 Sind M und N Mengen, so ist
M\ N :={x|x € M und nicht v € N}

die Differenzmenge, bestechend aus allen Elementen von M, die nicht in N
sind.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Boole.html
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Boolesche_Algebra
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Man mache sich klar, daf§ immer M\ N C M gilt, und deshalb sind Aussagen
wie M \ (M \ N) = N falsch. Aus diesem Grund ist es auch schlecht, die
Differenzmenge mit M — N statt mit M \ N zu bezeichnen, denn fiir Zahlen
macht die Formel M — (M — N) = N durchaus Sinn und wirkt verfiihrerisch.
Das Ganze ist ein Beispiel fiir verschiedene denkbare Interpretationen der
formalen Zeichenkette M — (M — N) = N. Auch in dieser Hinsicht sind wir
hier mitten in der Informatik.

Frage: Wie 1a8t sich M \ (M \ N) einfacher schreiben?

Definition 1.12 Sind Mengen M und N Teilmengen einer gemeinsamen
Obermenge G, so kann man das Komplement von M bzw. N beziglich G

durch M := G\ M bzw. N := G\ N bezeichnen.

Diese Bezeichnungsweise macht nur Sinn, wenn die Obermenge klar definiert
und fiir die auftretenden Mengen gemeinsam ist. Eigentlich miiffite man das

Symbol G in die Notation aufnehmen, z.B. durch M =a \ M.

Theorem 1.13 Sind Mengen M und N Teilmengen einer gemeinsamen
Obermenge G, so gelten fir die Komplementbildung beziiglich G die Regeln

M\N = MNN

MUN = MNN

MNN = MUN

Aus M C N folgt NC M
M = M.

Alle Rechenregeln dieses Abschnitts eignen sich zum Uben von sauberen
Beweisen, aber man sieht dabei, dafl man eigentlich schon die Regeln der
Logik kennen muf}, um diese Beweise zu fithren. Wir werden das also et-
was spéter nachholen. Man sollte an dieser Stelle aber schon ahnen, dafl
die Komplementbildung mit der logischen Negation, der “nicht”-Operation,
zusammenhéngt.

1.1.6 Cartesische Produkte

Definition 1.14 Sind M und N Mengen, so ist nach Renee Descarted] das
cartesische Produktfl M/ x N die Menge

{(z,y) |z € M und y € N}.

von geordneten Paaren von FElementen von M und N.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Descartes.html
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Kartesisches_Produkt
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Man mache sich klar, dafl hier eine Absprache iiber die Verwendung runder
Klammern und Kommata getroffen wird, die sich von der Verwendung ge-
schweifter Klammern und Kommata bei der Mengendefinition (C2) durch
Aufzéhlung auf Seite @ wesentlich unterscheidet. Die Mengen {1,2} und {2, 1}
sind gleich, aber die Paare (1,2) und (2,1) sind es nicht.

Man sehe sich unbedingt die Beispiele aus [, Seite 12-13 an, wobei klar
werden sollte, was cartesische Produkte mit cartesischen Koordinaten zu tun

haben.
Natiirlich kann man auch mehrfache cartesische Produkte bilden, etwa
LxMxN:={(z,y,2) | r€ Lund y € M und z € N}
als Menge von Tripeln.
Frage: Das ist nicht dasselbe wie (L x M) x N bzw. L x (M x N), oder?
Hat man n Mengen My, ..., M,, so definiert man entsprechend
My x ... x M, :={(z1,...,2,) | & € M; fiir alle i von 1 bis n}

als Menge der n-Tupel aus M, ..., M,. Dieser etwas seltsame Begriff ver-
allgemeinert die Tripel, Quadrupel, Quintupel usw. zu n—Tupeln. Man nennt
die einzelnen Mengen M; dann Komponenten oder Faktoren des carte-
sischen Produkts. Sind alle Komponenten M; eines cartesischen Produkts
gleich einer einzigen Menge M, so vereinfacht man das Ganze zu

M" = {(x1,...,2,) | z; € M fiir alle ¢ von 1 bis n}. (1.15)

Man mache sich klar, dafi zwischen den Mengen M™*" und M™ x M™ fiir
beliebige positive m und n zwar ein feiner Unterschied besteht (welcher?),
der aber nicht wesentlich ist, so daf§ die Potenznotation nicht ganz unsinnig
gewdahlt ist.

1.2 Relationen
1.2.1 Grundbegriffe

Alle Informatik—Studierenden werden wissen oder ahnen, daf} relationale
Datenbanken im Studium und in der Praxis eine wichtige Rolle spielen.
Hier ist der grundlegende mathematische Begriff dazu:
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Definition 1.16 Seien M und N beliebige Mengen. Eine Relationf] R auf
M x N st eine Teilmenge von M x N. Man schreibt fiir beliebige Paare
(x,y) € M x N statt (x,y) € R auch zRy.

Etwas fortgeschrittene Informatiker sehen hier eine binédre Operation in In-
fixform. Darauf kommen wir spéter zu sprechen.

Es gibt sehr viele Beispiele zu Relationen, etwa < auf reellen Zahlen, oder
“dasselbe” und “das Gleiche” in der Umgangssprache, oder “kongruent” bei
ebenen Dreiecken oder anderen ebenen Figuren. Ferner gehoren dazu alle
“Tabellen” von Datenbanken. Auf der Menge

IN x { ASCII-Strings } x { ASCII-Strings }

ist die Tabelle

27 | August Meier
39 Berta | Lehmann
52 Carl Schulte

eine Relation, weil sie eine Teilmenge des obigen cartesischen Produktes ist.
Tabellarische Relationen sind die Grundeinheiten relationaler Datenban-
ken. Man sehe sich auch die in [, S. 13-14 angegebenen Beispiele an. Ein
typischer Fall ist auch die Relation “ist Kind von” auf der Menge M x M
von Paaren von Menschen. Dabei wird klar, dafl die Infixschreibweise “Hans
ist Kind von Monika” im Stile von xRy besser ist als zu sagen

(Hans, Monika) € istKindvon C Menschen x Menschen.

Frage: In welchem Sinne und auf welchen cartesischen Produkten sind € und
C Relationen?

Beispiele
e Man konnte die Relation “Parabel” als
{(z,y) - y=2’} CRx IR
definieren.

o Auf der Menge Studentenx Prifungen kann die Relation bestanden
definiert werden.

Definition 1.17 Gilt in obiger Definition M = N, so spricht man von einer
(zweistelligen) Relation auf M. Allgemeiner ist eine n—stellige Relation auf
einer Menge M als Teilmenge von M™ definiert.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Relation_%28Mathematik%29
’http://de.wikipedia.org/wiki/Relation_Y%28Datenbank%29
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1.2.2 Aquivalenz— und Ordnungsrelationen

Definition 1.18 FEine zweistellige Relation R auf M heif$t

reflexiv wenn fiir alle x € M gilt xRx
symmetrisch wenn fir alle z,y € M aus xRy auch yRx folgt
transitiv wenn fir alle z,y,z € M aus xRy und yRz auch xRz folgt

Frage: Welche dieser Eigenschaften hat die Relation C?

Definition 1.19 FEine zweistellige Relation R auf M heifit Aquivalenzre-
lationl] wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Von dieser Art sollten alle Relationen sein, die irgendwie “Gleichheit” oder
“Ahnlichkeit” ausdriicken, z.B. “kongruent” auf der Menge der Dreiecke.
Transitiv sollten alle Relationen sein, die einen unsymmetrischen Gréfien-
vergleich anstellen, z.B. “wiegt nicht mehr als”. Und Symmetrie wird u.a.
gebraucht fiir den Unterschied zwischen “grofler als” und “grofler als oder
gleichgrof3”.

Man sehe sich die Beispiele in ], S. 15-16 an.

Definition 1.20 Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so kann man zu je-
dem x € M die Aquivalenzklasse

[z] :={y € M | yRx}

der zu x unter R dquivalenten Elemente von M bilden. Ist A eine Aquiva-
lenzklasse, und schreibt man A als A = [x], so wird x als Vertreter der
Klasse A bezeichnet.

Frage: Was wiirde sich dndern, wenn wir [z| := {y € M | xRy} definiert
hatten?

Theorem 1.21 Ist R eine A'quz:palenzrelatz'on auf M, so ist M die disjunkte
Vereinigung der verschiedenen Aquivalenzklassen von Elementen von M.

Wir holen den Beweis spéter in (L34l nach. Er folgt allerdings auch leicht
aus

Theorem 1.22 Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so ist
jede Aquivalenzklasse durch jeden ihrer Vertreter eindeutig bestimmdt.

U http://de.wikipedia.org/wiki/%C3%84quivalenzrelation


,http://de.wikipedia.org/wiki/%C3%84quivalenzrelation

1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 23

Ein Beispiel:

Definiert man zwei Menschen als namenséquivalent, wenn sie den gleichen
Nachnamen haben, so zerfillt die Menge aller Menschen in disjunkte Aqui-
valenzklassen, die jeweils aus den Menschen mit gleichem Familiennamen be-
stehen. Und jede dieser Namens-Aquivalenzklassen, z.B. die aller Menschen,
die “Mayer” heiflen, ist durch jedes beliebige ihrer Mitglieder eindeutig be-
stimmt. Jeder Mensch namens “Mayer” vertritt die Namenséquivalenzklasse
aller Mayers.

Frage: Wie kann man den Satz “Vor dem Gesetz sind alle Menschen gleich”
abstrahieren?

Frage: Wie kann man den Satz “Jeder Mensch ist ein Individuum und nur
mit sich selbst vergleichbar” abstrahieren?

Dabei ist jeweils nach der Angabe einer geeigneten Relation gefragt, und es
sollte gesagt werden, was die Aquivalenzklassen sind.

Wir sollten iiben, so etwas wie die Behauptung des Theorems ein wenig
mathematischer aufzuschreiben. Nehmen wir eine beliebige Aquivalenzklasse
und nennen wir sie [z]. Daraus nehmen wir ein beliebiges Element y € [z].
Es gilt also yRx und wegen der Symmetrie auch xRy. Dann besagt unsere
Behauptung, daB die Aquivalenzklasse von y gleich der von z sein muB, also
muB [z] = [y| bewiesen werden.

Das wiederum erfordert je einen Beweis von [z] C [y] und [y] C [z]. Weil die
Voraussetzungen xRy und yRx symmetrisch gegen Vertauschung von x und
y sind, reicht es, unter diesen Voraussetzungen [z] C [y] zu zeigen, denn dann
gilt derselbe Beweis, unter Vertauschung von x mit y, auch fiir die Aussage

ly] C [z].

Zum Beweis von [z] C [y] miissen wir beweisen, dafl aus z € [z]| auch z € [y]
folgt. Wir setzen also z € [z] voraus, und das bedeutet, da zRz und zRz
gelten. Wegen der Transitivitdt der Relation R folgt aber aus zRx und xRy
stets zRy, und dies ist nichts anderes als die Behauptung z € [y], die wir
beweisen wollten. O

Sortieren ud Suchen sind extrem wichtige Standardaufgaben in der Informa-
tik. Dazu braucht man noch

Definition 1.23 FEine zweistellige Relation R auf M heifst
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e antisymmetrisch, wenn fir alle x,y € M aus xRy und yRx immer
x =y folgt,

e total, wenn fir alle v,y € M entweder xRy oder yRx gilt.

o Fine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation heif$t Teilord-
nung.

o [ine Ordnungsrelationﬂ ist total und eine Teilordnung, d.h. total,
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

JAVA-Freaks sollten ahnen, dafl man eine Ordnungsrelation iiber ein Inter-
face Sortable spezifizieren sollte, das bei geeigneter Implementierung dann
eine Sortierung erlaubt.

Theorem 1.24 Fine Menge M = {xy,...,x,} mit n Elementen, die eine
Ordnungsrelation R hat, kann man so umsortieren, dafy M = {y1,...,yn}
mat

Y1 RY2, Y2 Rys, - -, Yn—1RYn
qilt, d.h. jede endliche Menge ist sortierbar.

Wie man das effektiv macht, lernt man in der Informatik, und warum das
immer geht, lernt man in der Mathematik.

Wir benutzen die Gelegenheit, um zu zeigen, dafl ein mathematischer Beweis
und eine informatischer Algorithmus sehr eng verwandt sein kénnen, namlich
dann, wenn ein Beweis konstruktiv ist und aus der Angabe eines Verfahrens
besteht, von dem man zeigt, dafl es das Gewiinschte leistet. Genau dasselbe
mufl man in der Informatik tun, wenn man so ein Verfahren untersucht.

Man mache sich erst einmal klar, dafl einelementige Mengen mit Ordnungs-
relation immer schon sortiert sind, und daff man zweielementige Mengen
{1, 2} entweder als {z1, 22} oder {x, 21} sortieren kann, denn es muf ja
wegen der Totalitdt der Ordnung R immer entweder xq Rxo oder xoRxq gel-
ten.

Jetzt verwendet man ein Argument, das in der Informatik Rekursion und
in der Mathematik Induktion heifit. Man reduziert das Sortieren einer end-
lichen Menge auf das Sortieren zweier kleinerer Teilmengen. Wenn man das
immer weiter betreibt, hat man insgesamt eine Sortierung der Gesamtmenge
erreicht. Die Grundidee zur Reduktion ist die von Quicksortﬁ. Aus einer

"http://de.wikipedia.org/wiki/Ordnungsrelation
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Quicksort
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gegebenen Menge M = {xy,...,x,} mit mindestens zwei Elementen nimmt
man sich ein beliebiges Element z heraus, etwa z = ;. Dann definiert man
die Mengen

M, = {zeM : zRzund = # z}
M2 = {Z}
M; = {zeM : zRrund = # z}

und beweist, dafl
e sie disjunkt sind,
e ihre Vereinigung ganz M ist und sie
e weniger Elemente als M enthalten

(Frage: Wie beweist man das?). Nun hat man das Problem reduziert, denn die
neuen Mengen sind kleiner, und man kann annehmen, dafl man sie sortieren
kann, etwa in

My =A{uy,...,u}, My={z}, M3y ={vy,...,0n_1-%},
wobei k einen der Werte 0 bis n — 1 annehmen kann. Es gilt also
uiRus, ..., up_1 Rup und v1Rvg, ..., 0o pRU,_1_k
nach der Sortierung. Jetzt hat man in
uiRus, ..., up_1 Ruy, up Rz, zRv, v1 Rva, ..., Up_o_p RU,_1_4
eine Sortierung aller Elemente von M = {uy,...,ux, 2,01, .., Vn_1-k}-

Anfanger, denen diese Argumentation zu schwierig erscheint, sollten sie sich
spéter noch einmal ansehen. Sie gehort zum Kernwissen der Informatik.

Man nimmt bei jeder Menge von mehr als einem Element immer das erste
Element und spaltet die Menge dann wie oben in drei Mengen auf. Klar?

Man mache sich das einmal am Beispiel M = {5,3,2,9,4, 7} und der Relation
< deutlich. Wir nehmen das erste Element heraus, es ist die 5, und sie wird
unser erstes z. Jetzt laufen wir gedanklich durch den Rest der Menge und
schreiben alles, was kleiner ist als z = 5 nach links, und alles andere nach
rechts, aber ohne es zu sortieren. Das liefert die zweite Zeite der folgenden
Tabelle.

{5, 3 ., 2, }

{3 , 2 , 4} }

{2 H 3 H 43 }

9 , 4 , 7T
{5y {9, 7
By {7 H 90
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Jetzt rekurrieren wir auf die links stehende Menge {3, 2,4}. Wir nehmen das
erste Element 3 heraus und verfahren wie bisher, aber angewendet auf de
Menge {3,2,4}. Was kleiner als 3 ist, kommt links vor die 3, was grofler
ist, rechts neben die 3. Und ebenso verfahren wir fiir die Menge {9, 7}. Das
Verfahren endet, wenn nur noch einelementige oder leere Mengen da sind,
und die enthalten dann die sortierten Elemente der Ausgangsmenge.

Aufgabe: Wie verlduft das Verfahren, wenn man die Buchstaben des Wortes
Vorlesung alphabetisch sortieren will?

Aufgabe: Wie ist das Verfahren zu modifizieren, wenn es nicht auf Mengen,
sondern auf Tupeln mit wiederholt vorkommenden gleichen Elementen ab-
laufen konnen soll? Beispiel: das Wort Vorlesungsskript.

1.2.3 Relationale Datenbanken und das Relationenkalkiil

An dieser Stelle ist [I], Seite 114-117 eine passende Hintergrundliteratur.
Mehrere konkrete Beispiele fiir relationale Datenbanken werden miindlich
vorgefiihrt. Hier stellen wir die Theorie knapp zusammen. Harte praktische
Anwendungen lernt man in der Wirtschaftsinformatik.

Der Grundgedanke ist, dal alle datenbanktechnischen Relationen aus Men-
gen von Tupeln bestehen, die man als Tabellen speichern kann. Sie sind also,
mathematisch gesehen, immer Teilmengen cartesischer Produkte von Men-
gen. Um mit solchen Relationen arbeiten zu konnen, gibt es Verkniipfungs-
operationen, die aus gegebenen Relationen neue Relationen zu konstruieren
gestatten. Diese Operationen bilden das Relationenkalkiil bzw. die rela-
tionale Algebraﬂ.

Definition 1.25 1. Es seien RC My x...xM,, und S C N; x...x N,
Relationen. Dann ist das cartesische Relationenprodukt Rx.S oder
in informatiknaher Schreibweise R TIMES S die Relation in My X ... X
M, x N1 X ... x N, die aus allen. mdglichen Tupeln der Form (r,s)
mit r € R und s € S besteht.

2. FEine Projektion einer Relation besteht aus dem Weglassen von ge-
wissen Komponenten der jeweiligen Tupel. Dabei entsteht eine neue
Relation als Teilmenge eines cartesischen Produktes mit weniger Kom-
ponenten.

3. Fine Selektion auf einer Relation R C M X ... x M, besteht aus der
Auswahl von Tupeln von R, die eine bestimmte Figenschaft haben.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Relationale_Algebra
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Frage: Wie sehen Projektionen der Relation
{(z,y) : 2 +y* =1} CIRx IR
aus?
Auf der Menge Studentenx Priifungen sei bestanden eine Relation. Frage:

Wie bekommt man alle Studenten heraus und wie bekommt man nur die
Studenten, die eine bestimmte Priifung bestanden haben?

Definition 1.26 FEs seien R und S Relationen in My x ... x M,,, d.h. mit
gleichen Komponenten.

1. Die relationale Vereinigung R U S oder R UNION S von R und S

st die Relation in My x ... x M,,, die durch die mengentheoretische
Vereinigung RUS' der Teilmengen R und S von My X ...x M,, gegeben
15t.

2. Die relationale Differenz R\ S oder R MINUS S von R und S ist die
Relation in My x ... x M,,, die durch die mengentheoretische Differenz
R\ S der Teilmengen R und S von My X ... x M,, gegeben ist.

Der relationale Durchschnitt von zwei Relationen R und S ist keine neue
Operation, weil er sich (siehe die Frage auf Seite [d) als R\ (R\ S) schreiben
148t.

Die beiden erstgenannten Operationen erlauben es, die Komponentenzahl
von Relationen zu vergréffern bzw. zu verkleinern, wiahrend die beiden letzten
Operationen nur auf Relationen mit gleichen Komponenten wirken. Aber die
wichtigste Operation kommt noch. Sie erlaubt zwei allgemeine Relationen
RC M x...x M, und S C N; x...x N, und konstruiert nicht das
gesamte cartesische Produkt R x S, sondern nur eine Teilmenge davon. Sie
setzt voraus, dal M und N eine oder mehrere Komponenten gemeinsam
haben, so daB man je eine Projektion P,; auf M; x ... x M,, und Py auf
N; x ... x N, mit gleichem Bildbereich

Q= Py(M; x...x My,) = Pn(Ny X ... x Ny,)

definieren kann. Man mache sich klar, dafl () aus einer Auswahl von gemein-
samen Komponenten von M; X ... X M, und Ny X ... x N, besteht.

Dann ist der Verbund oder join von R und S iiber () definiert als die
Menge aller Paare (r,s) € R xS C My x ... X M,, x Ny X ... X N,, fiir die
Py(r) = Py(s) gilt, d.h. die in den Komponenten von () iibereinstimmen.

Beispiel: Eine Firma hat fiir ihre Arbeiter zwei Relationen in Tabellenform
gespeichert:
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e die (fast konstanten) allgemeinen Personaldaten wie Name, Adresse,
Telefonnummer usw. in einer Relation auf

Personalnummer x Name x Adresse x Telefonnummer X ...

e den jeweiligen Wochenlohn fiir eine bestimmte Woche als Relation auf

Personalnummer x Wochenlohn

Um allen Arbeitern einen Brief zu schreiben, in dem ihnen ihr Wochenlohn
mitgeteilt wird, macht man einen JOIN der beiden Relationen iiber die
Personalnummer. Man bekommt Tupel aus dem cartesischen Produkt

Personalnummer x Wochenlohn x Name X Adresse X . ..

bei denen der Wochenlohn und die Adresse zum jeweiligen Mitarbeiter pas-
sen. Mit diesen Daten baut man dann einen Serienbrief.

Wenn man sich iiber Datenbanken genauere Gedanken macht, stellt sich
heraus:

Alles, was man mit relationalen Datenbanken machen kann,
kann man mit den fiinf oben zuerst angegebenen Operationen
des Relationenkalkiils ausdriicken.

Das ist natiirlich kein sauber formulierter mathematischer Satz, denn was soll
“Alles, was man mit relationalen Datenbanken machen kann” heiflen? Aber es
bleibt ja im Informatikstudium noch genug Zeit, dieser Frage nachzugehen.
Ein einfaches Beispiel ist die Reduktion des JOIN: Man kann zuerst das
gesamte cartesische Produkt bilden und dann mit einer Selektion diejenigen
Paare herausfiltern, die der JOIN-Bedingung entsprechen.

Man formuliert Standardoperationen auf Datenbanken schon seit langem in
SQIH, der “Structured Query Language”, und das funktioniert, wenn es
iiber hinreichend abstrakt formulierte Zugangsschnittstellen wie ODB und
JDBCH realisiert wird, sogar unabhéngig von der jeweiligen Datenbank und
ihrer Implementierung.

Es sollte hier noch ein weiteres miindliches Beispiel fiir eine logische Daten-
bankabfrage angegeben werden, die sich auf Operationen des Kalkiils stiitzt.
In [I] steht ein Beispiel, Seite 115-117.

"http://de.wikipedia.org/wiki/SQL
%http://de.wikipedia.org/wiki/0ODBC
3http://de.wikipedia.org/wiki/JDBC
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1.3 Abbildungen
1.3.1 Grundbegriffe

Definition 1.27 Es seien M und N Mengen. Eine Abbildunéﬂ f von M
in N, geschrieben als

f: M—>N0derMi>Nmitxl—>f(x)

ist dann eine Vorschrift, die zu jedem x € M genau ein mit f(x) bezeichnetes
Element von N angibt. Man nennt dann f(x) den Wert von f auf x, und x
ist Urbild oder Argument von f(x). Die Menge M heifst Urbildmenge
oder Definitionsbereich von f, die Menge N heifit Zielmenge von f. Die
Bildmenge einer Teilmenge U C M unter f ist

fU):={y : y€ N, es gibt einx € U mity = f(x)} C N.

Analog ist
f'V)y={z : €M, f(z) eV} C M.

die Urbildmenge einer Teilmenge V- C N. Schlieflich ist die Teilmenge

{(z, f(z) + 2z e M}

des cartesischen Produkts M x N der Funktionsgraphﬁ von f. Der Funk-
tionsgraph ist somit eine Relation auf M x N.

Abbildungen zwischen Mengen aus Zahlen werden oft auch als Funktionen
bezeichnet. Wenn man die Schreibweisen

f: M — N oder M L5 N

benutzt, ist immer klar, dal M und N Mengen sind und f eine Abbildung
zwischen diesen ist. Man braucht dies nicht besonders zu erwahnen

Man sehe sich unbedingt die Beispiele von [E], S. 17-19 an!

Wichtig ist, dafl eine Abbildung erst dann sauber definiert ist, wenn man
Urbild— und Zielbereich exakt angibt. Die drei Symbole f, M, N einer
Abbildung f : M — N gehoéren zusammen.

In der Informatik ist alles, was aus einem Input einen Output produziert,
mathematisch gesehen eine Abbildung. Darunter fallen in der Program-
mierung alle Funktionen, Prozeduren und Methoden, und zwar auch

"http://de.wikipedia.org/wiki/Funktion_%28Mathematik%29
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Funktionsgraph
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bei funktionaler oder objektorientierter Programmierung, nicht nur bei der
prozeduralen. In diesem Sinne ist es das tégliche Brot von Informatikern, Ab-
bildungen zu definieren. Auch in der Informatik ist eine Spezifikation einer
Abbildung (d.h. eines Programms oder einer Methode) ohne saubere Angabe
des In— und Outputs unvollstandig und inexakt.

In der objektorientierten Programmierung (OOP) deklariert man Klassen.
Das entspricht einer abstrakten Mengendefinition durch Eigenschaften. Ele-
mente dieser Mengen existieren zunéchst nicht, sondern miissen durch In-
stanzierung bzw. duch Aufruf eines Konstruktors erst erzeugt werden. Aber
es kommt zur Klassendeklaration hinzu, dafl man auch Methoden spezifiziert,
und das sind Abbildungen, deren Definitionsbereich i.A. die zu deklarierende
Klasse ist. Man deklariert also in der OOP (bei mathematischer Sichtweise)
gleichzeitig Mengen und Abbildungen.

Man mache sich den Unterschied zwischen — und — klar:

—  steht zwischen Urbildmenge und Zielmenge, also zwischen Mengen,
—  steht zwischen Urbild und Wert, also zwischen Elementen.

Die Bezeichnungsweisen fiir f(U) und f~1(V) sind etwas fragwiirdig, weil
man eigentlich die durch f indirekt definierten Abbildungen

P(M) — P(N), U — f(U)
P(N) — P(M), V — [fYV)

mit anderen Symbolen bezeichnen miifite, denn die Abbildung f bildet Ele-
mente auf Elemente ab, und kann nicht identisch sein mit einer Abbildung,
die Teilmengen in Teilmengen abbildet. Aber die Bezeichnungen sind prak-
tisch und haben sich gut bewéhrt.

Aufgabe (zum sauberen Aufschreiben): Ist f : M — N eine Abbildung und
ist L C M eine Teilmenge des Definitionsbereichs, so gilt f(L) C f(M).

Besonders wichtige Abbildungen in der Informatik sind die Codes und die
Speicherabbildungen, aber das sollte miindlich vertieft werden. Typische
Beispiele sind Morse— und ASCII-Code sowie die beim Hashing oder beim
memory management verwendeten dynamisch verdnderlichen Speicherabbil-
dungen.

Abbildungen sind nichts Neues, weil sie spezielle Relationen sind. Man kann
nidmlich die oben angegebene und etwas fragwiirdige Definition (was heifit
“Zuordnung”?) ersetzen durch
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Definition 1.28 Es seien M und N Mengen. Eine Abbildung f von M
in N ist gegeben durch eine Relation Ry auf M x N mit den Figenschaften

1. Zu jedem x € M gibt es genau einy =: f(x) € N,
so daf das Paar (x,y) = (z, f(z)) in Ry C M XN liegt.

2. Ry hat nur die dadurch definierten Elemente, keine anderen.

Natiirlich ist dann die Menge R; gleich dem Funktionsgraphen von f.

Aufgabe: Das Ausfiillen eines Lottoscheins kann man als Abbildung zwischen
den Mengen M ={1,2,...,6} und N ={1,2,...,49} (in der Theorie) oder
als Abbildung zwischen N = {1,2,...,49} und P = {0, x} (in der Praxis)
beschreiben. Sind die Abbildungen beliebig? Worauf hat man zu achten? Man
schreibe eine saubere Spezifikation der Anforderungen hin.

1.3.2 Exkurs zum Rechnen mit Gleichungen

Dies ist wieder etwas fiir die parallele Saaliibung. Der Vorlesungsstoff geht
mit Abschnitt weiter.

Wenn man zwischen Elementen z,y einer Menge M eine Gleichung x = y
hat, so folgt daraus bei Anwendung einer Abbildung f : M — N immer
auch die Gleichung f(z) = f(y) in N. Dies ist die banale Grundlage allen
Rechnens mit Gleichungen.

Auf die beiden Seiten einer giiltigen Gleichung kann man eine beliebi-
ge Abbildung simultan anwenden und erhélt wieder eine giiltige Glei-
chung.

In der Schule lernt man, dafl man an einer zwischen Zahlen oder zahlenwerti-
gen Ausdriicken bestehenden Gleichung verschiedene legale Operationen auf
beiden Seiten simultan ausfithren darf, z.B.

e Addition einer Zahl ¢
e Multiplikation mit einer Zahl z
e QQuadrieren.
Das ist nichts als die simultane Anwendung der Abbildungen
o flx)=x+c¢

o f(z)=xxz
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o f(x)=2a?

auf die beiden Seiten. Natiirlich kann man aber auch ganz beliebige Abbil-
dungen anwenden. Das Rechnen mit Ungleichungen ist schwieriger und wird
uns noch beschéftigen.

1.3.3 Eigenschaften
Definition 1.29 Sei f : M — N eine Abbildung. Dann heifit f

° injektivﬂ, wenn fir alle x1,xo € M mit x1 # xo gilt f(x1) # f(x2)
o surjektivﬁ, wenn es fir alley € N ein x € M gibt mit y = f(x)
. bijektivﬁ, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Man sehe sich die Beispiele aus 2] S. 20 unbedingt an!

In der Vorlesung werden diverse Veranschaulichungen von injektive, surjek-
tiven und bijektiven Abbildungen vorgestellt, unter anderem f(z) = 2 und
f(z) = 2 als Abbildungen IR — IR. Um Bijektivitit zu haben, muff man
z.B. bei der Definition der Exponentialfunktion und des Logarithmus darauf
achten, das die Definitionsbereiche korrekt sind, z.B.

exp : IR — (0,00),
log : (0,00) — IR.

Will man einen Kreis in IR? darstellen, so kann man das zunéichst nur fiir
Halbkreise, weil Abbildungen immer nur einen Wert haben diirfen. das fithrt

z.B. auf
flx) = +vr2—a? —r<az<r
glx) == —Vr2—a? —r<z<r

fiir die beiden Halbkreise. Etwas eleganter ist es, die Abbildung
t 7% (cos(t),sin(t)) € IR?

zu benutzen, aber man mufl mit dem Definitionsbereich aufpassen, wenn
die Abbildung injektiv sein soll. Zum Beispiel kann man —7 < ¢ < 7 oder
0 <t < 27 nehmen. Warum?

"http://de.wikipedia.org/wiki/Injektivit%C3%A4t
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Surjektiv
Shttp://de.wikipedia.org/wiki/Bijektiv
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Definition 1.30 Sind f : L — M und g : M — N Abbildungen, so
i1st die Komposition oder Hintereinanderanwendung oder Verkettung
“g nach f7 von f und g definiert durch die Abbildung

gof : L— N, xw g(f(x)) fir alle z € L.

Eine typische Veranschaulichung ist das Diagramm

L 2N N
o\ /g
M

Es ist klar, daf§ fiir drei Abbildungen
K124 mN

die Beziehung
(hog)of=ho(gof)=thogof
gilt. Oder?

Theorem 1.31 Es seien f : L — M und g : M — N Abbildungen.
e Sind f und g injektiv, so auch go f.
e Sind f und g surjektiv, so auch go f.
e Sind f und g bijektiv, so auch go f.

o [st go f bijektiv, so ist g surjektiv und f injektiv.

1.3.4 Direkte und indirekte Beweise
Auch dieser Abschnitt gehort in die Saaliibung.

In [] S. 21 steht ein indirekter Beweis fiir den zweiten Teil der letzten
Aussage. Wir beweisen hier iibungshalber zunéchst den ersten Teil, und zwar
mit einem direkten Beweis:

Voraussetzung: Es seien f : L — M und g : M — N Abbildungen, und
g o f sei bijektiv.

Behauptung: g ist surjektiv.

Zu zeigen ist: g(M) = N.

Es gilt:

go f surjektiv = (go f)(L) = N = g(f(L))
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f(L) € M = g(f(L)) C g(M) (siche Seite ET)

und zusammen:

N =g(f(L)) € g(M) S N
und damit folgt die Behauptung g(M) = N. O

Jetzt beweisen wir den zweiten Teil mit einem indirekten Beweis. Dabei
geht man von der Annahme aus, das Gegenteil der Behauptung sei richtig
und leitet eine falsche Aussage her. Dann kann die Annahme nicht korrekt
sein, denn aus korrekten Aussagen folgen immer nur korrekte Aussagen, keine
falschen.

Beginnen wir also erst einmal mit der

Voraussetzung: Es seien f : L — M und g : M — N Abbildungen, und
g o f sei bijektiv.

Behauptung: f ist injektiv.

Indirekter Beweis: Voraussetzung: f ist nicht injektiv.

Schluf3kette:

f ist nicht injektiv.
= Es gibt zwei Elemente z; # x5 in L, so dafl f(z;) = f(z2) gilt.
= g(f(z1)) = g(f(22))
= (gof)(x1) = (g0 f)(z2)
= (g o f) nicht injektiv
= Widerspruch! O

Das obige Vorgehen besteht in abstrakte Sichtweise darin, eine Aussage C'
dadurch zu beweisen, dafl man unter der Voraussetzung, daf§ C' falsch sei,
einen Widerspruch herleitet. Oft aber hat man eine Aussage C der Form

aus A folgt B

zu beweisen. Ein indirekter Beweis einer solchen Aussage verlauft so, dafl
man beweist

wenn B falsch ist, muss auch A falsch sein.
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Wir werden in der Logik noch genauer analysieren, warum diese beiden
Aussagen dquivalent sind, aber sie sind zumindestens fiir den naiven gesunden
Menschenverstand dasselbe. Denn wenn aus A die Aussage B folgt, kann es
nicht sein, da3 B nicht zutrifft und A zutrifft. Und umgekehrt: Wenn man
weif}, dafl A immer falsch ist, sobald B falsch ist, kann man aus dem Zutreffen
von A immer auf das Zutreffen von B schlieflen.

Wir holen damit hier den indirekten Beweis von Theorem [[L21] nach:

Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so ist M die disjunkte Vereinigung
der verschiedenen Aquivalenzklassen von Elementen von M.

Beweis: Es ist klar, daf§ jedes Element z € IR der Klasse [x] angehort,
also liegt M in der Vereinigung der Aquivalenzklassen. Umgekehrt ist die
Vereinigung der Aquivalenzklassen eine Vereinigung von Teilmengen von
M, also selber eine Teilmenge von M, siehe ([CI0). Zu zeigen bleibt, daf
zwei verschiedene Aquivalenzklassen disjunkt sind. Das kann man dadurch
zeigen, daB man beweist, daB zwei Aquivalenzklassen gleich sind, wenn sie
ein gemeinsames Element haben. Das ist ein indirekter Beweis.

Es wird also angenommen, die Aquivalenzklassen [r] und [y] hitten ein
gemeinsames Element z. Dann gelten die Aussagen z Rx und z Ry, und wegen
Symmetrie und Transitivitdt mufl dann auch zRy gelten, d.h. x und y sind
selber dquivalent. Dann sind aber auch die Klassen [z] und [y] gleich. Denn
aus u € [z] folgt uRx, und wegen xRy folgt mit der Transitivitit uRy und
u € [y]. das beweist [x] C [y], und analog beweist man [y] C [z]. O

1.3.5 Identitidt und Umkehrabbildung

Definition 1.32 o Ist M eine beliebige Menge, so wird die Abbildung
von M in M, die jedes Element v € M auf sich selbst abbildet, die
Identitit oder identische Abbildung genannt und mit Id oder id
oder Idy; bezeichnet. Sie ist bijektiv.

e Ju einer bijektiven Abbildungi . M — N gibt es eine eindeutig
bestimmte Umkehrabbildung!| oder inverse Abbildung

fL e N—>Mmitflof=1Idy und fo f'=Idy,

d.h. f71(f(x)) =z fiir allex € M und f(f~'(y)) =y fiir alley € N.

http://de.wikipedia.org/wiki/Umkehrabbildung
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Achtung: Die Umkehrabbildung im obigen Sinne existiert nur zu einer bi-
jektiven Abbildung. Die Abbildung V + f~1(V), die zu einer beliebigen
Abbildung f : M — N die Urbildmengen f~!(V) von Bildmengen V C N
liefert, existiert immer, kann aber nicht auf Elemente von N, sondern nur auf
Teilmengen angewendet werden. Manche Autoren unterscheiden diese beiden

-1
Abbildungen durch die Notationen f~! und f.

1.3.6 Exkurs zum Aufgabenlésen

Aufgabe: Man beweise: Die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung ist
bijektiv.

Das kann man “zu Fufl” machen, indem man auf die Definition von “bijek-
tiv’ und “Umkehrabbildung” zuriickgeht und Schritt fiir Schritt den Beweis
zusammenbaut. Oder man benutzt bereits bekannte Tatsachen und macht
sich das Leben etwas leichter. Wie?

In solchen Féllen behaupten viele Studierende, sie hitten “keine Idee dazu”.
So etwas kann man aber lernen. Man macht sich wie bisher erst einmal klar,
was man weil und was man beweisen will:

Voraussetzung: f : M — N ist bijektiv.

Zu zeigen: f~' : N — M ist bijektiv.

Man sieht in der Definition von ”bijektiv” nach, was das bedeutet:

Zu zeigen: f~! : N — M ist injektiv und surjektiv.

Man kramt auch die Definition der Umkehrabbildung heraus:
Voraussetzung: f o f = Idy und fo f~! = Idy.

Jetzt sollte man in seinem Gedéchtnis und in seinen Unterlagen nachsehen,
wo man eine Aussage der Form “... dann ist die Abbildung injektiv’ oder ...
dann ist die Abbildung surjektiv’ findet. Solche Aussagen kommen als Werk-
zeug in Frage, wenn man auf das Ziel sieht. Schaut man auf die Voraussetzun-
gen, so mufl man nach Aussagen suchen, die etwas iiber zusammengesetzte
Abbildungen wie f~!'o f und f o f~! voraussetzen und damit irgendetwas
anstellen.

Blattern wir zuriick, so finden wir in Theorem [[3T] auf Seite etwas in
dieser Art. Die vierte Aussage

e Ist g o f bijektiv, so ist g surjektiv und f injektiv

geniigt sogar beiden Anforderungen. Damit ist die Idee schon gefunden,
denn wir kénnen die Abbildung f~! als ¢ einsetzen und benutzen, dafl Id,; =
f~lo f = go f bijektiv ist. Wir bekommen, daf§ f~! surjektiv und f injektiv
ist. Das ist nur die halbe Miete. Aber wenn man steckenbleibt, mufl man sich
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immer fragen, ob man auch schon alles, was man weif}, auch benutzt hat.
Wir haben aber nur Idy; = f~'o f und nicht Idy = f o f~! benutzt. Also
werden wir die Aussage nochmal anwenden, jetzt aber unter Vertauschung
von f und f~!. Wir bekommen dann, daf§ f surjektiv und f~! injektiv ist,
und sind fertig, aber wir miissen alles noch sauber aufschreiben. a

Fazit: Man sollte, bevor man einen Beweis aufschreibt, zum “Finden” eines
Beweises die folgenden Strategien anwenden:

1.

2.

Man schreibe alle Voraussetzungen hin, die man hat.
Man schreibe die Behauptung hin.

Man sehe sich zu allen darin vorkommenden Begriffen die Definitionen
noch einmal an und formuliere damit die Voraussetzungen und die
Behauptung um.

Dann sucht man nach Aussagen, die von Voraussetzungen ausgehen,
die den gegebenen Voraussetzungen dhnlich sind. Man schreibe sie sich
hin, und achte insbesondere auf die Konsequenzen, denn sie sollten ja
in die Richtung der Behauptung gehen.

Dann sucht man nach Aussagen, die Konsequenzen haben, die der zu
beweisenden Behauptung dhnlich sind. Man schreibe sie sich hin und
achte auf die Voraussetzungen. Sie sollten moglichst dhnlich zu den
bekannten Voraussetzungen sein. Sie kommen fiir einen direkten Beweis
in Frage.

Dann sucht man nach Aussagen, die von Voraussetzungen ausgehen,
die dem Gegenteil der zu beweisenden Behauptung dhnlich sind. Man
schreibe sie sich hin. Man kann sie vielleicht fiir einen indirekten Be-
weis gebrauchen, und man sollte jetzt darauf achten, ob sie zu Unsinn
fithren, denn das ist bei einem indirekten Beweis das Gesuchte.

Man mufl sich jetzt zwischen einem direkten und einem indirekten
Beweis entscheiden. Das héngt davon ab, was man im vorigen Schritt
gefunden hat. Man kann beide Moglichkeiten probieren, weil man ja
noch lange nicht den formalen Beweis aufschreibt, sondern immer noch
“sucht”.

Jetzt beginnt ein Puzzlespiel. Man versucht, aus den aufgeschriebenen
Bausteinen einen Beweis zusammenzubasteln. Das gelingt in der Regel
nicht auf Anhieb. Aber man sollte, wenn es nicht funktioniert, auf
folgendes achten:
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Habe ich schon alle Voraussetzungen benutzt?

Wo stehe ich? Welche Aussagen folgen aus den Voraussetzungen,
welche Aussagen, wenn sie denn schon bewiesen wéren, wiirden
die Behauptung liefern?

Was fehlt mir? Kann ich das irgendwoher bekommen?

Gibt es einfachere Zwischenziele?

Es ist wie bei einem Briickenbau, weil man von den Voraussetzungen
bis hin zur Behauptung eine Kette von tragfihigen Schliissen finden
mufl. Man braucht zum erfolgreichen Bau einer Briicke

e cinen Uberblick iiber das gesamte zur Verfiigung stehende Bau-
material,

e cine gute Kenntnis der beiden Ufer und je einen soliden Pfeiler
dort.

e Bei einer halbfertigen Briicke mufl man genau wissen, welche
Stiicke noch fehlen, und

e wenn die Briicke lang werden soll, und man nicht sieht, wie man
die beiden Ufer mit einem Stiick iiberspannen kann, sollte man
erst einmal ein paar freistehende Pfeiler hinsetzen, um eine Kette
kleinerer Briicken zu bauen.

Bei der Losung der mathematischen Probleme im Standard—Studium reichen
diese Strategieschritte aus. “Ich habe keine Idee dazu...” ist eine faule Aus-
rede.

1.3.7 Gleichmichtigkeit

Definition 1.33 Zwei Mengen M und N heiffen gleichméichtidy, wenn es
eine bijektive Abbildung f : M — N gibt.

Theorem 1.34

o Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Men-
gen.

e FEndliche Mengen mit gleicher Anzahl von Elementen sind gleichmdchtig.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Gleichm%C3%A4chtig


http://de.wikipedia.org/wiki/Gleichm%C3%A4chtig

1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 39

Man lese sich hierzu durch, was in [4] auf S. 22-23 steht. Und man kann sich
dazu selbst einen Beweis {iberlegen.

Gleichméchtigkeit ist bei endlichen Mengen dieselbe Aquivalenzrelation wie
“hat gleiche Elementzahl”. Bei unendlichen Mengen kann es aber vorkom-
men, dal eine Menge zu einer echten Untermenge gleichméchtig ist. Bei-
spielsweise sind IN := {0,1,2,3,...} und IN \ {0} := {1,2,3,...} durch
die bijektive Abbildung f(x) := z + 1 gleichméchtig. Ebenso IN und
2IN :={0,2,4,6,8,...} durch f(z) = 2z.

Definition 1.35 FEine Menge M heifit abzdhlbar unendlichﬂ, wenn sie
gleichmdchtig zu IN ist.

Es ist klar, dal jede Menge M, die man in der Form M = {zy,xs,x3,...}
mit paarweise verschiedenen Elementen z; schreiben kann, abzdhlbar ist.
Deshalb ist ZZ := {0,1,—1,2,—2,3, -3, ...} abzdhlbar, d.h. die unendlichen
Mengen IN und ZZ sind gleichméchtig. Ebenso werden wir spéter sehen, dafl
die reellen Zahlen IR und die Potenzmenge P(IN) gleichméchtig sind. Aber:
IN und IR sind nicht gleichméchtig, wie ein schones Argument von Canto
zeigt, das wir noch ansehen werden. Es gibt also mindestens zwei “Arten”
von “Unendlich”, ndmlich “abzéhlbar” und “iiberabzahlbar”.

Die Frage ob es eine Menge M gibt, die weder zu IN noch zu IR gleichméchtig
ist, aber zu einer Teilmenge von IR, war lange Zeit offen und ist es in
gewissem Sinne immer noch. Denn Kurt Godel hat 1940 bewiesen, daf} diese
Aussage (die spezielle Kontinuumshypothese)ﬂ aus den iiblichen Axiomen
der Mathematik nicht widerlegt werden kann. Paul Cohent] bewies 1963, dass
sie weder beweisbar noch widerlegbar ist.

Ist f : M — N eine Abbildung, so kann man eine Aquivalenzrelation Ay
auf M x M definieren durch

uApv — f(u) = f(v) fiir alle u,v € M.
Frage: Ist das wirklich eine Aquivalenzrelation?

Theorem 1.36 Ist f : M — N eine Abbildung, so ist die Menge der
Aquivalenzklassen von Ay gleichmdchtig zur Menge f(M) C N.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Abz%C3%A4hlbar
?http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Cantor.html
3http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Godel.html
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese
Shttp://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Cohen.html
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Wie sieht die zugehorige Abbildung aus? Wir wollen natiirlich
F([z]) := f(x) fiir alle z € M (1.37)

definieren, und wenn wir die Menge aller Aquivalenzklassen von M unter der
Relation Ay als M /A definieren, soll das eine Abbildung

F : MJA; — F(M)

werden. Aber in (L37) ist die Abbildung nicht direkt durch das Urbild [x]
ausgedriickt, sondern durch f(z). Dann muff man noch Wohldefiniertheit
der Abbildung nachweisen, denn das Bild von [z] unter F' darf nur von [z]
abhédngen, nicht von x. Wenn man [z] = [y| hat, mufl auch f(z) = f(y)
folgen, sonst hat man ein Problem. Aber das ist ja gerade der Inhalt unserer
Aquivalenzrelation, so dal F' wohldefiniert ist.

Aufgabe: Man schreibe einen formal korrekten Beweis fiir die Bijektivitat
dieser Abbildung hin.

Um Mifiverstdndnissen vorzubeugen: Man mu8 fiir eine Abbildung F' : M —
N immer dann Wohldefiniertheit nachweisen, wenn man den Wert F(m)
fiir ein m € M nicht durch m selbst, sondern iiber einen irgendwie von m
abhéngigen Ausdruck A(m) definiert. Dann mufl man zeigen, dafl aus m = n
fiir Elemente m,n € M auch immer A(m) = A(n) folgt, denn sonst ist F’
nicht sauber definiert. In unserem Beispiel ist m = [z], aber wir arbeiten
mit A(m) = f(z), und deshalb miissen wir zeigen, dafl aus [z] = [y| immer

f(z) = f(y) folgt.

Das “Strickmuster” von Satz kommt in der Mathematik an verschiede-
nen Stellen wieder vor. Wenn man eine beliebige Abbildung f : M — N mit
Brachialgewalt umkehren will, so kann man das zunéchst nur auf f(M) C N,
weil die Elemente von N \ F'(M) gar keine Urbilder haben. Dort aber kann
man zu einem Element z € f(M) C N, das sich eventuell als z = f(z) = f(y)
mit verschiedenen x,y € M schreiben 1a8t, nicht klar sagen, ob man z auf

z oder y abbilden soll. Aber man kann auf die Aquivalenzklasse [z] := {y €
M : f(z) = f(y)} gefahrlos abbilden.

Wenn man z.B. Personen auf ihre Nachnamen abbildet (vgl. das Beispiel auf
Seite 23), so hat man natiirlich keine surjektive Abbildung, weil es Perso-
nen mit gleichem Nachnamen gibt, und die Abbildung ist nicht umkehrbar.
Aber man kann zu jedem Nachnamen die Aquivalenzklasse der Personen mit
diesem Namen bilden, und das definiert ganz sauber eine Abbildung.
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Frage: Wie sehen die Aquivalenzklassen aus, wenn man die Abbildung f :
IR — [0,00) mit f(x) = z* betrachtet?.

Frage: Wie sehen die Aquivalenzklassen aus, wennn man die Abbildung f :
IR — IR? mit f(z) = (cos(x),sin(x)) betrachtet?.
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2 Sprache und Logik

Wir haben bisher ja schon “logisch” argumentiert, ohne genauer definiert zu
haben, was eigentlich “logisch” ist. Um das genauer zu fassen, braucht man
etwas Mengenlehre, aber fiir die Mengenlehre braucht man etwas Logik. Aus
diesem Teufelskreis kommt man nur heraus, wenn man erst auf einer naiv—
intuitiven Ebene die Logik und die Mengenlehre einfiithrt, um beide dann
spiter auf einer streng formalen Ebene klarer zu fassen. Das haben wir schon
zu Beginn des ersten Kapitels angedeutet, als wir die Mengenlehre einfiihr-
ten. Wir sehen uns jetzt die Logik an, und es kommt nebenbei heraus, dafl
die formal-logischen Grundlagen von Mathematik und Informatik kaum un-
terscheidbar sind. Wir beriihren dabei fundamentale Fragen der Philosophie,
konnen uns aber nicht auf Seitenwege einlassen.

Es geht hier natiirlich vor allem darum, mathematische Aussagen zu ma-
chen, die in einem gewissen Sinne “wahr” sind. In der Informatik redet man
eher davon, dal ein Programm “korrekt” ist, aber das ist nichts wesent-
lich anderes, weil man z.B. wissen will, ob die Aussage “Das Programm P
16st die Aufgabe A” wahr ist. Weil man eine solche Aussage mit mathema-
tischer Exaktheit formulieren kann, ist sie nicht von einer mathematischen
Aussage verschieden. Es ist also notig, klar zu sagen, wie man einer Aussage
“Wahrheit” beimifit, was eine “Aussage” ist und wovon wir iiberhaupt sagen
konnen, dafl wir es “wissen”. Die Kulturgeschichte zeigt, dafl so etwas nicht
einfach ist und mit dem Verstehen von Sprache zusammenhéngt:

o “Was ist Wahrheit?” (P. Pilatus, Joh. 18,38)

e “Was sich iiberhaupt (aus—)sagen 148t, 18t sich klar sagen; und wovon
man nicht reden kann, dariiber mufl man schweigen” (Ludwig Wittgen-
steinl], 1859 - 1951)

2.1 Awussagen und Aussagenlogik
2.1.1 Zeichen, Alphabete, Worte und Sprachen

Wir beginnen mit Begriffen, die fiir Informatik und mathematische Logik
grundlegend sind:

Definition 2.1 1. Ein Zeicher ist ein nicht niher erklirtes Symbol wie
a oder x oder €.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Biographies/Wittgenstein.html
’http://de.wikipedia.org/wiki/Zeichen
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2. Zeichen lassen sich zu geordneten Zeichenkettenl| hintereinanderset-
zen:
xr € M oder diesisteineZeichenkette

3. Ein Alphabetﬁ ist eine endliche Menge von Zeichen.

4. Ein Wort oder Satz der Linge n tiber dem Alphabet A ist eine Ver-
kettung von n Zeichen aus A. Die Menge dieser Worte wird mit A"
bezeichnet. Mit € wird in der Informatik das leere Wort bezeichnet,
das keine Zeichen hat.

5. Die freie Sprache oder Kleene’sche Hiille] A* diber einem Alphabet
A besteht aus der Menge aller Worte aller Ldngen.

6. Fine (formale) Spracheﬂ S diber einem Alphabet A ist eine Teilmenge
von A*.

Es sollte klar sein, daf es nicht sehr schadet, dafl die obige Definition von A™
nicht mit der des cartesischen Produkts A™ aus (LTH) iibereinstimmt. In der
Regel haben Sprachen ein Leerzeichen oder Trennzeichen, und deshalb
muf} man nicht zwischen einzelnen Worten und ganzen Sétzen unterscheiden.
In der theoretischen Informatik werden Sprachen im Sinne der obigen
Definition genauer untersucht. Programmiersprachen sind die wichtigsten
Beispiele.

Eines der wichtigsten Probleme der Informatik besteht darin, ein effizientes
Verfahren zu haben, das ein Wortproblemﬁ 16st. Das besteht darin, bei fest
gegebener Sprache S C A* ein effizientes Programm zu haben, das zu jedem
beliebig vorgegebenen Wort w € A* entscheidet, ob es ein legitimes Wort der
Sprache S ist. Diese Situation liegt vor, wenn ein Compiler ein Programm
w darauf priift, ob es syntaktisch korrekt ist. Natiirlich ist das Wortproblem
umso schwieriger, je komplexer die Sprache S ist. Deshalb lernt man in der
Theoretischen Informatik, dafl es Komplexitatshierarchien von Sprachen gibt,
die genaue Entsprechungen in Komplexitédten von Maschinenmodellen haben,
auf denen Algorithmen zur Losung des Wortproblems ablaufen.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Zeichenkette
?http://de.wikipedia.org/wiki/Alphabet
3http://de.wikipedia.org/wiki/Kleenesche_H%C3%BClle
“http://de.wikipedia.org/wiki/Formale_Sprache
Shttp://de.wikipedia.org/wiki/Wortproblem
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2.1.2 Wahrheitswerte

Um mit “wahr” und “falsch” umgehen zu kénnen, brauchen wir

Definition 2.2 Die Menge B der formalen Wahrheitswertd] ist je nach
Geschmack

B :={wahr, falsch} = {true, false} = {W, F} ={T, F} = {1,0}.

Dabei sollte man wahr und falsch als abstrakte Zeichen oder Objekte se-
hen, deren Schreibweise und “Sinn” irrelevant sind. Wir nehmen die Bezeich-
nung B wegen der Beziehung zur Booleschen Algebra und zum Datentyp
boolean mancher Programmiersprachen, und wir wollen uns aus den Proble-
men der mehr als zweiwertigen Logik heraushalten.

Definition 2.3 Es sei S eine Sprache tiber einem Alphabet A. Ferner sei
T eine Teilmenge von S, und es gebe eine Abbildung I : T — B. Dann
heiffen die Elemente von T logische Aussagenﬁ, und die Abbildung I heifit

Interpretationﬁ.

Etwas laxer formuliert: Aussagen sind Sprachsétze, die unter einer gegebenen
Interpretation einen Wahrheitswert haben.

Beispiele:
e 2 ist kleiner als 7
e 7 ist kleiner als 2

e Die Globalisierung ist ein Segen fiir die Menschheit

Das Leben ist durch Schépfung enstanden

Das Leben ist durch physikalisch—chemisch—biologische Evolution ent-
standen

Die hier unterstellte Sprache ist die deutsche Umgangssprache, die Interpre-
tationsabbildung wird durch den gesunden Menschenverstand geliefert. Die
ersten beiden Beispiele verdeutlichen, dafl Aussagen wahr oder falsch sein
konnen, wihrend die anderen ihren Wahrheitswert dndern, wenn sich die
Interpretation &ndert.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Wahrheitswert
?http://de.wikipedia.org/wiki/Logische_Aussage
3http://de.wikipedia.org/wiki/Interpretation_%28Logik%29
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Bilder sind auch Worte einer Sprache, weil sie als Folgen von Zeichen (Farb-
codes von Pixeln) dargestellt werden.

Wir haben hier den Begriff der Interpretation sehr eng gefafit, weil wir als
Interpretationsergebnis nur wahr und falsch zulassen, denn wir beschréinken
uns auf Aussagen. Jede Art von “Verstehen” eines Sprachsatzes ist aber
eine Interpretation, auch wenn das “Verstehen” im menschlichen Bewufitsein
ablduft oder im Sinne des “Verstehens” der Kiinstlichen Intelligenz aus einer
Reaktion eines Computers auf den eingegebenen Sprachsatz besteht (“Das
gegebene Bild zeigt ein Auto”).

Es ist fiir Informatik—Studierende wichtig zu wissen, dafl ein Computer im-
mer nur Sprachsétze interpretiert. Die Sprachen koénnen auf verschiedenen
Ebenen liegen und sehr verschieden sein:

e Programmiersprachen wie C und Java,

e Beschreibungssprachen wie HTML und XML,
e Texte und Bilder,

e Maschinencode aus Bits und Bytes,

und die Interpretationsabbildungen sind dementsprechend auch sehr ver-
schieden, aber sie bestehen immer aus einer Verdnderung des Zustands des
Computers.

Man kann aber auch den Zwischenschritt tiber die Sprache unterdriicken und
etwa zu jeder ganzen Zahl x die Aussage “x ist gerade” als Abbildung von
den ganzen Zahlen in B auffassen. Das ist also eine Abbildung von einer
beliebigen Menge in die zweielementige Menge der Wahrheitswerte:

Definition 2.4 FEin n—stelliges Pridikatf] auf einer Menge M ist eine Ab-
bildung von M"™ in B.

Die Begriffe “Pradikat” und “Relation” sind allerdings nicht wesentlich ver-
schieden, und manche Autoren benutzen den Begriff “Relation” so, wie wir
“Pradikat” verwenden. Wir haben in Definition [LT7 auf Seite Bl definiert,
was eine n—stellige Relation auf einer Menge M sein soll, ndmlich eine Teil-
menge von M"™. Der Zusammenhang zu einem Pridikat wird aber sofort klar,
wenn man sich eine Teilmenge R von M"™ hernimmt und die Abbildung

r o M" B, r(x)::{ wahr WennxeR}

falsch wenn r ¢ R

"http://de.wikipedia.org/wiki/Pr¥C3%A4dikat_%28Logik%29#Das_Pr.C3.A4dikat_in_der_mathematis
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betrachtet. Das ist dann ein Préadikat im Sinne der obigen Definition.

Frage: Wie kommt man umgekehrt von der Definition B4 eines Pradikats zur
Definition [[LT7 einer Relation?

Aussagen sind einstellige Priadikate auf einer speziellen Menge, namlich einer
Sprache mit einer Interpretation. Insofern kénnen wir ab sofort ausschlief§lich
von Préadikaten reden. Als Aussagenvariablen oder Priadikatenvariablen
bezeichnen wir Symbole wie A und B, die fiir beliebige Aussagen oder Préadi-
kate stehen konnen.

Auch hier sollte der Bezug zur Informatik klar sein: Aussagen und Pradikate
sind Sprachelemente, die in Bedingungen von Programmiersprachen vorkom-
men, z.B.

if Pradikat then Block endif
do Block while Pradikat

wobei die jeweilige Bedingung als erfiillt gilt, wenn die Auswertung (die
Interpretation zur Laufzeit) des Pradikates den Wahrheitswert “wahr” ergibt.

2.1.3 Aussagenlogische Grundoperationen

Im normalen Sprachgebrauch kénnen wir jede Aussage negieren, d.h. ihr
logisches Gegenteil angeben. Das erfordert in der Umgangssprache manchmal
einige Verrenkungen, aber entscheidend ist, dass wir zu einer Aussage A
eine andere, mit = A bezeichnete produzieren kénnen, deren Wahrheitswert
dem der Aussage A genau entgegengesetzt ist. Beispiele werden miindlich
angegeben, und das Grundschema ist in der Umgangssprache

- A = es ist nicht wahr, dafl A wahr ist

mit der herkémmlichen Interpretation. Formal kann man das so fassen, daf3
man — (sprich: “nicht”) als eine bijektive Abbildung von B in B mit

—(wahr) := falsch, —(falsch) := wahr

definiert, und dann kann man zu jedem Pradikat P immer ein Pradikat —P
als Negatiorﬂ von P definieren mit

(=P)(x) = ~(P(2))

"http://de.wikipedia.org/wiki/Negation#Logik



http://de.wikipedia.org/wiki/Negation#Logik

2 SPRACHE UND LOGIK 47

fiir alle  aus dem Definitionsbereich von P. Statt “P(z) ist wahr ” oder
“P(x) ist falsch ” schreibt man dann auch einfach P(z) oder —=P(x).

Genau so kann man mit zweistelligen Verkniipfungen von Aussagen und
Préidikaten verfahren. Mit A bzw. V (sprich “und” bzw. “oder”, Konjunkti-
onl] und Disjunktionﬁ) bezeichnet man die Verkniipfungen zweier Aussagen
A und B durch “und” bzw. (nicht—ausschlieBendes) “oder”. Umgangssprach-
lich ist also AA B genau dann wahr, wenn A und B beide wahr sind, wéahrend
AV B genau dann wahr ist, wenn A oder B oder beide wahr sind. Zusammen
mit der “wenn—dann” oder Folgerungs—-Operation — und der “genau—dann—
wenn”—Operation < ergibt sich folgende Wertetabelle mit den Abkiirzungen
w und f fir wahr und falsch:

A/B|-A|ANB|AVB|A—-B|A< B
wlw| f w w w w

flw]| w f w w f (2.5)
wi ff] S w S S
flflw] f f w w
Dabei stehen links in den ersten beiden Spalten die vier méglichen Kombina-

tionen der Wahrheitswerte von A und B, die Ergebnisse der Verkniipfungen
stehen rechts in den folgenden Spalten.

Die Aussage A < B ist unproblematisch: sie trifft genau dann zu, wenn A
und B dieselben Wahrheitswerte haben. Bei der Folgerungsoperation A — B
haben Anfianger aber immer Schwierigkeiten. Der Sinn der zusammengesetz-
ten Aussage, dal aus A immer zwangslaufig B folgt, ist der, dal es nicht
sein kann, dal B falsch ist und gleichzeitig A wahr ist. Die Aussage A — B
muB also wie =(A A (=B)) definiert werden. Das kann man aber auch so
ausdriicken, dafl die Aussage

C = (~(AA (B))) < (A — B)
immer wahr sein muf.

Es gibt eine Standardmethode, so etwas nachzupriifen, und die sollte man
iiben. Man schreibt sich zunéchst alle vier Moglichkeiten der Wahrheitswerte
von A und B hin:

A|B
w | w
flw
w| f
flr

"http://de.wikipedia.org/wiki/Konjunktion_%28Logik%28
?http://de.wikipedia.org/wiki/Disjunktion
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Nach rechts baut man fiir jeden Zwischenausdruck eine Spalte an, und zwar
so, dafl man fiir die jeweilige néchste Spalte immer nur eine Operation aus-
werten muf.

A|B||-B|AAN(=B)|~(AAN(—-B))|A—B|C
w | w
flw
w | f
[l
Dann tragt man Spalte fiir Spalte die Ergebnisse ein
A|B|-B|AA(=B)|~(AAN(-B))|A—B|C
wlwl| f f w w w
flwl| f f w w w
w| f| w w f f w
flfll w f w w w

indem man auf die Grundtabelle () zuriickgeht. Man sieht, dafi C' immer
wahr ist, wir haben also die Folgerungsoperation korrekt definiert. An dieser
Stelle merken wir uns noch einmal, dafl man aus Unsinn etwas Richtiges

folgern kann, denn A — B ist immer wahr, auler wenn A wahr ist und B
falsch.

Die Operationen
e Negation — (“nicht”)
e Konjunktion A (“und”)
e Disjunktion V (“oder”)
sind die Grundoperationen der Aussagenlogikﬂ.

In Analogie zu den Theoremen [L3 und gilt

Theorem 2.6 Fiir die logischen Operationen gelten die Regeln

AVB < BVA Kommutativitit von V
AANB < BAA Kommutativitit von N\
(AVB)VC < AV (BVC) Assoziativitit von V
(ANB)ANC < AN(BAC) Assoziativitit von N
(AVB)ANC «— (AANC)V (BAC) Distributivitit von V und A
(ANB)VC «— (AVC)A(BVC) Distributivitit von N und V
-(AV B) < (=A)A(=B) De Morgan’sche Formel
—(AANB) < (=A)V (—B) De Morgan’sche Formel
—(mA) = A

http://de.wikipedia.org/wiki/Aussagenlogik
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Jede dieser Formeln kann man nach obigem Muster nachweisen.
Aufgabe: man mache dies fiir eine beliebige dieser Formeln..

2.1.4 Boolesche Funktionen

Definition 2.7 FEine Abbildung f von B™ in B nennt man n—stellige Boo-
lesche Funktionl] oder Aussageformel.

Wir haben oben schon Beispiele gesehen:

f4) = -A
f(A,B) == AVB
f(A,B) = AAB
f(A,B) = (=(AA(=B))) < (A— B)

und alle Formeln aus Theorem -6l

WEeil ein Rechner aus Schaltlogik besteht, kann man mit Fug und Recht sagen,
daB er nichts anderes als Boolesche Funktionen ausrechnet.

Definition 2.8

e Man nennt eine Aussageformel allgemeingiiltig, wenn sie fir alle
maoglichen Wahrheitswerte ihrer Arqgumente immer wahr liefert.

e Man nennt eine Aussageformel erfiillbar, wenn es eine Wahl von
Wahrheitswerten fir ihre Argumente gibt, bei der sie dem Wert wahr
liefert.

Man mache sich klar, daf die Aussageformel f(A) := AA(—A) nicht erfiillbar,
die Aussageformel f(A) := AV (=A) aber allgemeingiiltig ist. Wie man so
etwas beweist, ist schon oben vorgefiihrt worden.

Beispiele fiir allgemeingiiltige Boolesche Funktionen sind die in Theorem 26
angegebenen Regeln.

In der theoretischen Informatik spielt das Erfiillbarkeitsproblenﬂ eine
sehr wichtige Rolle. Es besteht darin, ein Verfahren anzugeben, das zu jeder
gegebenen Booleschen Funktion schnell entscheidet, ob sie erfiillbar ist oder
nicht.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Boolesche_Funktion
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Erf%C3%BCllbarkeitsproblem_der_Aussagenlogik
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Wenn man die Theoreme und aus der Mengenlehre mit Theorem E20
vergleicht. stellt man fest, daf die leere Menge keine Entsprechung in der Lo-
gik zu haben scheint. Das ist aber nicht so, denn die leere Menge () entspricht
einer nicht erfiillbaren Aussageformel, wihrend die in Theorem unter-
stellte gemeinsame Obermenge einer allgemeingiiltigen Formel entspricht.

Aufgabe: Warum ist das so?

Wir werden hier die Boolesche Algebraﬂ und die Verbandstheorieﬁ, die
auf den Gesetzen aus den Theoremen [[LY, und 2.0 basieren, nicht im
Detail ausfiithren. das gehort in die Diskrete Mathematik.

Wenn man komplizierte (nicht nur Boolesche) Funktionen aus einfachen zu-
sammensetzt, mufl man in der Regel Klammern setzen, um die Anwendungs-
reihenfolge der Funktionen festzulegen. Mit Pr'aizedenzregelnﬁ kann man
sich das Leben etwas erleichtern, und fiir die logischen Operationen gilt

1. — hat hochste Prioritéat.
2. Es folgt A und dann

3. schlieflich V.
Statt A A (—B) kan man also A A =B schreiben.

Definition 2.9 FEine Aussageformel hat disjunktive Normalfornﬂ, wenn
sie als Disjunktion von Aussageformeln geschrieben werden kann, die selbst
aus Konjunktionen aus einzelnen Variablen oder deren Negationen bestehen.
Solche Konjunktionen werden Term oder Klausel genannt.

Nach unserer obigen Festlegung von Prioritédtsregeln sind also disjunktive
Normalformen vo6llig klammerfrei. Beispiel:

f(A,B,C) == AAN-BACV—-ANBAC

Das ist aber leider sehr uniibersichtlich, und man sollte des besseren
Verstandnisses wegen entweder Klammern setzen oder

f(A,B,C) = A AN -B A C
vV A A B AN C

schreiben, indem man jeden durch Konjunktionen gebildeten Term in eine
neue Zeile schreibt und die Zeilen durch V verbindet.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Boolesche_Algebra
?http://de.wikipedia.org/wiki/Verband_%28Mathematik%29
3http://de.wikipedia.org/wiki/Operatorrangfolge
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Disjunktive_Normalform


http://de.wikipedia.org/wiki/Boolesche_Algebra
http://de.wikipedia.org/wiki/Verband_%28Mathematik%29
http://de.wikipedia.org/wiki/Operatorrangfolge
http://de.wikipedia.org/wiki/Disjunktive_Normalform

2 SPRACHE UND LOGIK o1

Theorem 2.10 Jede Boolesche Funktion lifit sich in disjunktiver Normal-
form schreiben.

Das wollen wir hier nicht beweisen, sondern der Vorlesung “Diskrete Mathe-
matik” oder der theoretischen Informatik iiberlassen.

2.2 Pradikatenlogik
2.2.1 Quantoren

In Definition EZ4 hatten wir Pridikate eingefiihrt. Ist P ein Pradikat auf einer
Menge M, so kann man P erfiillbar nennen, wenn es ein x € M gibt, so
daB P(z) wahr ist. Und P ist allgemeingiiltig, wenn P(x) wahr ist fiir alle
x € M. In der Pradikatenlogikl] fiihrt man zu “es gibt” und “fiir alle” neue
Bezeichnungen ein:

3 x € M bedeutet “es gibt ein” v € M
V x € M bedeutet “fiir alle” x € M

weil es eben ganz entscheidend ist, ob P(z) nur fiir ein € M oder fiir alle
x € M wahr ist. Man nennt 4 den Existenzquantor und V den Allquantor.
Manche schreiben die Quantoren anders:

V
ceM statt 4z € M

A
veM statt Vo € M

aber fiir diese “Keilschrift” kann ich mich nicht erwédrmen, obwohl sie sym-
metrische Asthetik besitzt. In Biichern und Artikeln vermeidet man 3 und V
zur besseren Lesbarkeit, aufler manchmal in Formeln.

2.2.2 Verwendung von Quantoren

Eine Zeichenkette wie
y=a*
ist fiir sich genommen sinnlos. Anfinger schreiben oft so etwas hin und
wundern sich iiber einen Punktabzug. Es ist nicht klar, was z und y sein
[13 2

sollen, und was “=" und die Zweierpotenz bedeuten. Diese Zeile nehmen wir
als Bestandteil eines Pradikats

P : IRx IR — B mit P(x,y):= (y = 2?) fiir alle 2,y € IR

"http://de.wikipedia.org/wiki/Pr¥%C3%A4dikatenlogik
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an und verstehen die Symbole wie in der Schule. Eine brauchbare Aussage
(es ist egal, ob sie richtig oder falsch ist, es muf aber eine Aussage sein) wird
daraus nur, wenn man eine der Alternativen befolgt:

e beide Argumente spezifiziert:
9 = 32 (richtig)
oder
15 = 4% (falsch)

e cin Argument spezifiziert und eines quantisiert:
dr € IR : 9 = 22 (richtig) oder
dr € IR : —5 = z? (falsch) oder
Vy € IR : y = 3? (falsch)

e beide Argumente quantifiziert:
Vz € IR Jy € IR : y = z* (richtig)
Vy € IR dx € IR : y = x* (falsch)
Vy € IR Vx € IR : y = x* (falsch)
Jy € IR 3z € IR : y = 2* (richtig)

Es ist namlich klar, daf} ein Pradikat nur dann zu einer Aussage werden kann,
wenn man alle Argumente entweder spezifiziert (Einsetzen eines speziellen
Elementes des Definitionsbereichs) oder quantisiert. Mit anderen Worten:

Priadikate oder Formeln, in denen noch freie Variablen vor-
kommen, sind keine Aussagen.

Sie sind im allgemeinen Aussageformeln im Sinne von Definition 2711

Besonders wichtig, weil in der Schule oft nicht mit der nétigen begrifflichen
Prézision ausgefiihrt, ist das saubere Verwenden von Quantoren beim Losen
von Gleichungen oder Gleichungssystemen. Zwei Gleichungen wie

v + 4y = 11
r — y = —1

machen allein keinen Sinn. Normalerweise gehort dazu die Annahme, es gebe
zwei reelle Zahlen x und y, so daf} die Gleicgungen beide gelten. Es steht also
ein doppelter Existenzquantor davor: 3z € IRJdJy € IR : ...

Damit sind die beiden Variablen nicht mehr frei sondern quantisiert, und die
Formeln machen Sinn.
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Es hat sich eingebiirgert, den Allquantor nach dem Prédikat folgen zu lassen,
wihrend der Existenzquantor dem Pradikat vorangeht und dann oft ein
Doppelpunkt als “sodaf” vor dem Préadikat steht. Man liest dann

JzelR : 2 <y*VYy € IR
als

Es gibt ein z in IR, so dal x kleiner oder gleich 3?2 ist fiir alle y in IR.

2.2.3 Negation von Quantoren

Nun zur Negation von Aussagen, die durch Quantifizeren von Prédikaten
entstehen. Das ist einfach, denn die Negation von “Alle Katzen sind grau”

ist die Aussage “Es gibt eine Katze, die nicht grau ist”. Es gilt also fiir ein
Pradikat P auf einer Menge M

- (P(x)Vx e M)~ 3z e M : =P(x) (2.11)

und
—(3x € M : P(z)) < —P(z)Vx € M. (2.12)

2.2.4 Beweistechniken

Schon oben haben wir den direkten und den indirekten Beweis kennenge-
lernt. Im Zusammenhang mit Quantoren kommt noch eine Variante hinzu:
der Beweis durch Gegenbeispiel. Er kann verwendet werden, um eine mit
dem Allquantor versehene Aussage P(z) Vx € M zu widerlegen. Man gibt
einfach ein x € M mit —=P(z) an und hat damit (ZTII]) ausgenutzt. Will
man die Aussage nicht widerlegen, sondern beweisen, so nimmt man bei ei-
nem direkten Beweis ein ganz allgemeines © € M her und beweist P(z). Ein
typischer Anfingerfehler ist, dieses x nicht allgemein zu nehmen, sondern
dariiber irgendwelche speziellen Annahmen zu machen. Fiir einen indirekten
Beweis von P(z) Vo € M nimmt man an, es gebe ein z € M mit —P(x)
und arbeitet auf einen Widerspruch hin. Jetzt ist das z nicht mehr allgemein
aus M, sondern es hat die zusétzliche Eigenschaft —=P(x), und das will man
natiirlich irgendwie ausnutzen.

2.2.5 Russell’sche Antinomie

Wie sind jetzt in der Lage, unsere Mengenlehre etwas genauer zu untersuchen.
Die Methode zur Mengendefinition aus ([L3)) besagt, dafl man zu beliebigen
Pradikaten auf Mengen M auch die Mengen

Mp:={x : x € M und P(z) ist wahr} (2.13)
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definieren kann. Auf einer groen Menge M, die alles enthélt, was irgendwie
Element oder Menge sein kann, sei € eine zweistellige Relation mit den
iiblichen Eigenschaften, und die obige Definitionsmethode soll natiirlich so
beschaffen sein, dal die Aussagen Mp € M und

(x € Mp) = (xe M)NP(z) YzeM (2.14)

zutreffen. Wir bilden dann das Pradikat P(z) := —(z € z) auf M und
definieren

Mp:={z : xe Mund ~(z € 2)}

um mit Schrecken festzustellen, dafl die Aussagen Mp € Mp und =(Mp €
Mp) gleichbedeutend sind, weil Mp € M zutrifft und

(MP € Mp) — (MP S M) /\_'(MP € Mp)

durch Einsetzen von x = Mp und M = M in ([ZI4) gilt. Diese Katastrophe
nennt man nach Bertrand Russellll die Russellsche Antinomied.

Eine Mathematik mit solch einem Widerspruch ist unzuléssig, und es hat
deshalb mehrere Versuche gegeben, die Mengenlehre zu sanieren. Die Repa-
raturmethodd] von Zermeloﬁ> und Fraenke]% ist die einfachste. Sie fiihrt ein
zusitzliches Pradikat Mg auf M ein, welches anschaulich besagt, dal Mg(x)
wahr ist, wenn z eine “axiomatisch sauber definierte Menge” ist. Was bisher
“Menge” genannt wurde, heiflt jetzt “Klasse” und ist mit Vorsicht zu ge-
nieflen. Man ersetzt dann die Mengenbildungsregeln (Z13]) und (Z14]) durch
Klassenbildungsregeln

Mp:={x : (x € M)ANMg(x) N P(x)}
und
(x € Mp) > (x € M) ANMg(z) NP(z) VzeM.

Wenn man jetzt noch einmal versucht, die Russell’sche Antinomie herbei-
zufiihren, landet man bei

(MP € Mp) — (Mp S M) /\Mg(./\/lp) /\_'(MP € Mp)

und das ist kein Widerspruch, weil daraus nur =M g(Mp) und =(Mp € Mp)
folgt. Man hat also die Existenz einer Klasse, die keine axiomatisch sauber
definierte Menge ist und sich nicht selbst als Element enthélt. Damit kann
man leben.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Russell.html
?http://de.wikipedia.org/wiki/Russellsche_Antinomie
3http://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
‘http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Zermelo.html
Shttp://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Fraenkel.html
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2.3 Formales Beweisen

Man kann die Logik und ihre formalen Grundlagen auch durch eine For-
malisierung der Beweisverfahren erweitern. Man formalisiert die méglichen
Schlufiregeln als Transformationen, die giiltige Aussagen in giiltige Aussagen
iiberfithren. Dann sagt man, eine Aussage A sei aus einer Menge B von Aus-
sagen ableitbar, wenn es eine Folge von formalen Transformationen gibt,
die A aus den Aussagen von B zu produzieren gestatten. Fiir die Behaup-
tungen und die Beweise hat man also eine formale Sprache. Die Disziplin
“Maschinelles Beweisen” der “Kiinstlichen Intelligenz” benutzt diese
Technik.

Es ergibt sich die Frage, ob man dann alle Behauptungen, die man formulie-
ren kann, auch beweisen oder widerlegen kann. Kurt Godell hat bewiesen,
daf es in allen Sprachen, die es mindestens erlauben, von natiirlichen Zahlen
zu reden, immer Behauptungen gibt, die man weder beweisen noch wider-
legen kann. Die Behauptung der speziellen Kontinuumshypothese ist ein
Beispiel. Der tiefere Grund liegt darin, dal man iiberabzihlbar viele Behaup-
tungen aufstellen, aber nur abzéhlbar viele Beweise aufschreiben kann.

Es sollte deshalb nicht mehr iiberraschen, dafi man in der Umgangssprache
viele Behauptungen (z.B. religioser Art) aufstellen kann, die keinen forma-
len und damit fiir alle Menschen und Maschinen nachvollziehbaren Beweis
erlauben. Es ist allerdings auch die Riickfrage gestattet, ob es denn men-
schenwiirdig sei, nur das als “wahr” anzuerkennen, was auch formal oder
maschinell beweisbar ist. Die formal nicht beweisbaren Aussagen (z.B. tiber
Glaube, Liebe, Hoffnung...) sind aber in der Regel fiir das menschliche Zu-
sammenleben die interessanteren.

2.4 Mengen und Logik

Nun ist es Zeit fiir einen kleinen Riickblick. Will man in der Informa-
tik das Rechnen mit Mengen, ihren Teilmengen und ihren Relationen im-
plementieren, so macht man das fiir feste gegebene endliche Mengen. Ist
M = {xy,...,x,} eine solche Menge, so fixiert man die Elemente in einer
bestimmten Reihenfolge, zum Beispiel als x4, . . ., x,, und beschreibt Teilmen-
gen durch m—Tupel mit Nullen und Einsen (Bitvektoren). Einer Teilmenge
N C M entspricht dann der Bitvektor

' 1 falls x; € N
by = (by, ... bm) mit bﬂ:{ 0 fallsz, ¢ N }

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Godel.html
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Die logischen Operationen V, A und — definiert man auf der Menge {0, 1}
genau wie auf { falsch, wahr} mit der Entsprechung 1 = wahr, 0 = falsch.
Hat man dann zwei Teilmengen K und L von M, so kann man LN K, LUK
und L durch komponentenweises V, A und — auf den zugehorigen Bitvektoren

ausrechnen:
Binxk = BpNDBg

Broxk = BrV Bg
By = 1-By
wobei wir die Operation 1 — By, als komponentenweise Bitinversion verste-
hen (aus 0 wird 1 und umgekehrt).

Die Anzahl aller moglichen Teilmengen von M := {x1,...,2,}, also die
Anzahl der Elemente von P(M), ist dann gleich der Anzahl der Bitvektoren
mit m Komponenten, also 2™.

Eine Relation R auf dem cartesischen Produkt M x N := {z1,...,2,} X
{y1,-..,yn} von endlichen Mengen kann man dann als rechteckiges Bitschema
mit m horizontalen Zeilen und n vertikalen Spalten hinschreiben:

Yi_ - Yk oo Yn
T b11 c. blk c. bln
Z; bjl e bjk Ce bjn
T | b1 oo bk oo b

Das Element bj;, an der Kreuzungsstelle von j-ter Zeile und k-ter Spalte ist
gleich Eins, wenn x; Ry, gilt, sonst Null. Man kann sich das ganze Schema
auch als eine Darstellung von M x N vorstellen, so daf eine Teilmenge R nach
dem schon oben Gesagten durch einen Bitvektor zu dieser Menge dargestellt
wird. Dieser Bitvektor ist nun aber kein m-n—Tupel, sondern ein rechteckiges
Schema (Matrix).

Gilt M = N, so ist das Schema nicht nur rechteckig, sondern sogar quadra-
tisch. Man mache sich klar, daf§ es in der Diagonale (von oben links nach
unten rechts) Einsen enthalten muf, wenn die Relation reflexiv ist. Im Falle
einer symmetrischen Relation ist das Schema zur Diagonalen spiegelsym-
metrisch, weil immer b;, = by; gilt.
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3 Zahlen

Ein grofler Teil der Mathematik handelt von Zahlen:
e den natiirlichen Zahlen 0,1,2, ...
e den ganzen Zahlen ..., -2, —1,0,1,2,...
e den rationalen Zahlen (Briichen aus ganzen Zahlen)

den reellen Zahlen, bei denen noch u.a. v/2 und 7 hinzukommen,

den komplexen Zahlen, die auflerdem eine exotische “Zahl” 7 enthal-
ten, deren Quadrat ¢ - ¢ auf geheimnisvolle Weise gleich —1 ist.

Aber das Wichtigste bei den Zahlen sind die iiblichen Rechenoperationen
+, —, -, / und die dafiir geltenden Rechenregeln. Alles Zahlen, Messen und Be-
werten in anderen Wissenschaften, bis hin zum Berechnen der Kontostdnde
in der Betriebswirtschaft, der Auswertung von Statistiken, der computer-
gestiitzten Auswertung von Computertomogrammen, dem Abspielen digita-
ler Signale aus einem CD- oder MP3-Player, alles beruht auf der Verarbei-
tung von Zahlen. Die Zahlen werden hier, obwohl sie teilweise aus der Schule
schon gut bekannt sein sollten, in der oben angegebenen Reihenfolge sauber
definiert. Weil sich die komplexen Zahlen am besten in einem zweidimen-
sionalen Vektorraum veranschaulichen lassen, werden sie auf Abschnitt
verschoben.

3.1 Natiirliche Zahlen

3.1.1 Peano—Axiome

Definition 3.1 ([4], Def. 3.1, S. 44)
Die Menge IN ist nach Peand] definiert durch die Peano—Axiomel]

1. 0 € IN.

2. Es gibt eine Nachfolgerabbildung succ : IN — IN \ {0}
3. succ ist injektiv.

4. Ist M C IN eine Teilmenge von IN mit den Figenschaften

e e M

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Peano.html
’http://de.wikipedia.org/wiki/Nat%C3%BCrliche_Zahl
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o Ausm € M folgt succ(m) € M fiir alle m € M

so gilt M = IN.

Man sollte sich vorstellen, daf§ succ(m) = m + 1 fiir alle m € IN gilt, wobei
hier “+” noch nicht sauber definiert ist und “naiv” genommen werden muf.
Ebenso ist die “naive” Bedeutung der Zahl n € IN hier zu ersetzen durch

“das Ergebnis der n—maligen Anwendung von succ auf 0.”

Das ist eine formell harte Definition, wenn man davon absieht, dafl wir
eigentlich die Zeichen 0,1,2,3,...,27 usw. noch definieren miifiten.

Wen es stort, daff oben von “0” die Rede ist, und wer bemerkt hat, dafl
die Peano—Axiome zwar die formale Struktur, nicht aber die Existenz der
natiirlichen Zahlen klaren, kann sich ein Modell der natiirlichen Zahlen aus
der axiomatischen Mengenlehre bzw. aus Zeichenketten bauen:

e die “0” ist die leere Menge ().
e Ist z € IN, so ist succ(z) := {z}

Das ist fiir Informatiker nichts Besonderes, weil man damit die Zahlen auf
Zeichenketten reduziert. Eine andere Mdoglichkeit der Einfithrung von Zahlen
besteht aus den Aquivalenzklassen von Mengen beziiglich Gleichméchtigkeit.
Aber alle diese Methoden haben den Nachteil, dafl man nicht ohne weiteres zu
allgemeingiiltigen Aussagen iiber alle natiirlichen Zahlen kommen kann. Dies
liefert gerade das vierte Peano—Axiom, und der folgende Abschnitt erklart,
wie das geht.

3.1.2 Induktion

Theorem 3.2 Es set P : IN — B ein Pradikat auf IN, d.h. fir allen € IN
sei P(n) wahr oder falsch. Gelten dann die beiden Aussagen

1. Induktionsanfang:
P(0) ist wahr

2. Fiir alle n € IN g¢ilt:
Aus P(n) ist wahr (Induktionsannahme) folgt
P(suce(n)) ist wahr (Induktionsschlufl)

so ist P allgemeingiiltig iber IN, d.h. P(n) ist wahr fir alle n € IN.
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Man kann das natiirlich auch formal und unverstiandlich schreiben:
(P(O)A(VYn e IN (P(n) — P(succ(n))))) — (Yn € INP(n))

Es ist nicht schwer, dieses Prinzip der “vollstindigen” Induktion zu
beweisen, wenn man die Peano—Axiome hat. Vergleicht man die Axiome mit
der Behauptung des Satzes, so wird klar, dal man die Menge

M :={neIN : P(n) ist wahr}

definieren sollte. Die Voraussetzungen des Satzes sind gerade so, dafl man
das vierte Peano—Axiom auf M anwenden kann, um M = IN zu bekommen,
und das ist die Behauptung des Satzes.

Man sehe sich in [4] die Beispiele auf S. 45-47 an.

Induktionsbeweise werden in der parallelen Vorlesung “Diskrete Mathema-
tik” intensiv geiibt, deshalb kommen sie hier nur am Rande vor.

3.1.3 Rekursion

In der Informatik hat man oft Abbildungen f : IN — M auf IN zu definie-
ren, die als Programme laufen sollen, um irgendwelche Resultate f(n) € M
zu jedem beliebigen n € IN zu produzieren. Durch Rekursion kann man sich
oft das Leben erleichtern. Sie besteht darin, die Auswertung von f(succ(n))
durch die Auswertung von f(n) auszudriicken und den Fall der Auswertung
von f(0) separat zu behandeln. Das Prinzip ist

1. Man gebe eine Vorschrift zur Berechnung von f(0) € M an.

2. Zur Berechnung von f(n + 1) verwendet man eine moglichst einfache
Abbildung F' : IN x M — M und setzt

f(n+1):=F(n+1, f(n)) fir alle n € IN.

Rekursion kommt haufig als prozeduraler Trick in der Informatik, und als
Definitionsmethode in der Mathematik vor. Es folgen einige Beispiele.

3.1.4 Operationen

Bisher kennen wir in den natiirlichen Zahlen nur die Nachfolgerfunktion succ,
aber weder Addition noch Multiplikation. Mit rekursiven Definitionen kann
man sich diese aber leicht besorgen:
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Definition 3.3 Die Addition ist als Abbildung ADD : IN x IN — IN
rekursiv definierbar als
ADD(n,0) = n fiir allen € IN

ADD(n,succ(m)) := succ(ADD(n,m)) fir alle m,n € IN.
Die Multiplikation ist als Abbildung MULT : IN x IN — IN rekursiv
definierbar als

MULT(n,0) = 0 fir allen € IN
MULT (n, suce(m)) = ADD(MULT(n,m),n) fir alle m,n € IN.

Dabei ist das (beliebige) erste Argument n festgelassen worden, und die

Rekursion erfolgt nur im zweiten Argument. Diese Unsymmetrie fithrt dazu,
dal wir Dinge wie die Kommutativitéitsgesetze

ADD(n,m) = ADD(m,n) fir alle n,m € IN
MULT(n,m) = MULT(m,n) fiir alle n,m € IN
kunstvoll beweisen miissen.
Wir haben hier die zweistellige geklammerte Préfixschreibweise benutzt und
kénnen dann zur Infixschreibweise
m+n = ADD(m,n) fir alle m,n € IN
mx*n = MULT(m,n) firalle m,n¢€ IN

iibergehen. Man braucht dann einen Sack voll Induktionsbeweise, um die
Rechenregeln

m+n = n+m (Kommutativitéit von +)
m*xn = n*xm (Kommutativitat von )
m+0 = m (Neutralitét von 0 bzgl. +)
mx1l = m (Neutralitét von 1 bzgl. )
k+(m+n) = (k+m)+n (Assoziativitit von +)
kx(mxn) = (k*xm)xn (Assoziativitdt von )

kx(m+mn) = (kxm)+ (kxn) (Distributivitit von * und +)

fiir alle k,m,n € IN zu beweisen. Das wollen wir uns weitgehend ersparen,
aber wir fithren ein Beispiel vor, wobei wir uns der Verfremdung wegen der
Prafixschreibweise bedienen. das Ganze dient auch zur Vorfithrung, wie man
einen Induktionsbeweis sauber durchfiihrt und aufschreibt.

Am Ende wollen wir die Kommutativitdit m + n = n 4+ m beweisen, aber
zuerst behaupten wir nur

ADD(0,m) = ADD(m,0) fiir alle m € IN.
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Das beweisen wir per Induktion iiber m.

Induktionsanfang m = 0: Zu zeigen ist ADD(0,0) = ADD(0,0), und das ist
trivial.

Induktionsschlufl: Es gelte ADD(0,m) = ADD(m,0) und wir behaupten
ADD(0, succ(m)) = ADD(succ(m),0).

Wir verfahren nach der Schlufikette

ADD(0, succ(m)) = succ(ADD(0,m)) (Definition von ADD)
succ(ADD(m,0)) (Induktionsvoraussetzung)
suce(m) (Definition von ADD)
= ADD(succ(m),0) (Definition von ADD).

Als eine zweite Ubung und Hilfsbehauptung beweisen wir
ADD(succ(n), m) = ADD(n, succ(m)) fiir alle m,n € IN
per Induktion iiber m bei festem n. Das ist natiirlich nichts anderes als
m+1)+m=n+(m+1),
aber auch das ist nicht unmittelbar aus der Definition der Addition ablesbar.

Induktionsanfang m = 0: Zu zeigen ist AD D(succ(n),0) = ADD(n, succ(0)).

Das klappt leicht mit der vorigen Behauptung:

ADD(succ(n),0) = ADD(0, succ(n)) (vorige Behauptung)
= succ(ADD(0,n)) (Definition von ADD)
= succ(ADD(n,0))  (vorige Behauptung)
= ADD(n, succ( )) (Definition von ADD).

Induktionsschlufl: Gelte ADD(succ(n), m) = ADD(n, succ(m)) fiir festes m
und n, und wir wollen beweisen, dafl

OO

ADD(succ(n), succ(m)) = ADD(n, succ(succ(m)))
gilt. Das folgt aus

ADD(succ(n), succ(m))
= succ(ADD(succ(n), m)) (Definition von ADD)
succ(ADD(n, succ(m)))  (Induktionsvoraussetzung)
)

= ADD(n, succ(succ(m)))) (Definition von ADD).
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Jetzt werden wir unsere beiden Hilfsbehauptungen benutzen, um
ADD(n,m) = ADD(m,n) fiir alle m,n € IN

zu beweisen, und zwar mit Induktion iiber n.

Induktionsanfang: Zu zeigen: ADD(0,m) = ADD(m,0) fiir alle m € IN.

Das war die erste Hilfsbehauptung.

Induktionsschlufl: Es gelte ADD(n,m) = ADD(m,n) fir alle m € IN und
wir wollen zeigen, daf}

ADD/(succ(n), m) = ADD(m, succ(n)) fiir alle m € IN
gilt. Das machen wir mit

ADD(succ(n),m) = ADD(n,succ(m)) (zweite Hilfsbehauptung)

succ(ADD(n, m)) (Def. von ADD)
= succ(ADD(m,n)) (Induktionsvoraussetzung)
= ADD(m,, succ(n)) (Def. von ADD).

O

3.2 Ganze Zahlen

Eine der Moglichkeiten, formell die ganzen Zahlen ZZ := {0, —1,1,-2,2,...}
einzufiihren ohne sich zuviel Arbeit einzuhandeln, besteht darin, auf IN x IN
eine Aquivalenzrelation ~ einzufiihren:

(m,n) = (p,q) genau dann, wenn m + ¢ = n + p gilt.

Alle Tupel der Form (m,0) sind dann nicht &quivalent, denn aus (m,0) ~
(p, 0) folgt m+0 = 0+p. Diese Paare entsprechen den iiblichen nichtnegativen
Zahlen, wihrend die (ebenfalls nicht zueinander dquivalenten) Paare (0,n)
mit n > 1 den iiblichen negativen Zahlen entsprechen. Der Null entspricht
(0,0). Dahinter steht die Idee, daf (m,n) in herkémmlicher Sichtweise der
Zahl m —n entspricht, und (m, n) = (p, q) bedeutet m —n = p—gq, stellt also
dieselbe herkémmliche Zahl dar. Die obige Technik erlaubt eine Definition
“negativer” Zahlen ohne jede Spekulation dariiber, was “Minus” bedeutet.
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3.2.1 Operationen
Man definiert dann einfach die Addition durch

[(m,n)] + [(u,v)] :== [(m + u,n + v)] fur alle m,n,u,v € IN,

und man kann leicht verifizieren, daf§ dem die iibliche Beziehung (m — n) +
(u—v) = (m+u) — (n+v) entspricht und die Addition wohldefiniert ist.

Machen wir zu Ubungszwecken einen Wohldefiniertheitsbeweis. Wir haben
die Abbildung iiber Vertreter der Klassen definiert, aber wir miissen zeigen,
dal die Definition nur von der Klasse, nicht vom Vertreter abhangt. Wir
nehmen also an, dafl

[(m, )] = [, )] wnd [(,0)] = [(, )] (3.4)

mit m,n,m’,n’,u,v,u',v" € IN gilt, und wir miissen zeigen, dafl

[(m +u,n+v)] =[(m'+u,n +)]
gilt. Zu zeigen ist also

m4u+n+v=n+v+m +u.

Unsere Voraussetzung (B4 liefert

m+n'=n+m undu+v =v+u.
Wenn wir diese beiden Gleichungen addieren, folgt die Behauptung.
Die Multiplikation definiert man als

[(m,n)] * [(u,v)] :=[(Mm*u+n*xv,mx*v+nx*u) fir alle m,n,u,v € IN,

weil im tiblichen Sinne (m —n) * (u —v) = (Mm*xu+n*xv) — (M*xv+nx*xu)
gilt. Auch hier mufl man Wohldefiniertheit nachweisen.

Aufgabe: Man zeige die Wohldefiniertheit der Multiplikation.

Aber jetzt brauchen wir noch die Subtraktion als neue binédre Operation. Man
kann aber auch erst die Vorzeichenumkehr als einstellige Operation durch

—[(u,v)] := [(v,u)] fiir alle u,v € IN
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definieren (Frage: ist das wohldefiniert?) und dann die Subtraktion als

[(mv TL)] - [(U, U)] = [(mv TL)] + (—[(U,U)])
= [(m,n)] + [(v, u)]
= [(m+ov,n+u)
fir alle m,n,u,v € IN. Man kann dann zu jedem Element [(m,n)] das
Blement —((m, )] angeben mit [(m, n)] + (—[(m, n)] = [(m, n)] + [(n, m)] =
[(m+n,m+n)] =[(0,0)]. Man nennt dieses Element —[(m,n)| das additive

Inverse zu [(m, n)].
Die ganzen Zahlen ZZ bilden unter der Addition eine abelsche Gruppe.

Definition 3.5 FEine nichtleere Menge G heifst Gruppe unter einer Abbil-
dung o : G x G — G, wenn gilt

1. (aob)oc=uao(boc) fir alle a,b,c € G
(Assoziativitit von o)

2. Es gibt ein neutrales Element e € G mit aoe = a fir allea € G

1 1

3. Jedes Element a € G hat ein Inverses a™" mit aoa™ = e fiir alle a €

G.
Man kann dann zeigen, daf} e eindeutig bestimmt ist, und dafl auch

eoca = a

(1710(1 = €

fiir alle a € G gilt, und da8 das Inverse a~! zu jedem a eindeutig bestimmt

ist. Gilt ferner das Kommutativititsgesetz
aob=>boa fir alle a,b € G,
so heiflt die Gruppe G abelsch oder kommutativ.

Im Falle G = ZZ ist die Abbildung o die Addition +, das neutrale Element e
ist die Null, und das Inverse zu a wird als —a geschrieben.

Wir kommen auf Gruppen gelegentlich zuriick, wollen hier aber nicht tiefer
in die Gruppentheoridﬁ) einsteigen. Die Vorlesung “Diskrete Mathematik”
bringt Weiteres, z.B. dafl die ganzen Zahlen ein kommutativer Ring mit
Einselement sind. Fiir uns reicht es, dafl man mit ganzen Zahlen genau wie

"http://de.wikipedia.org/wiki/Gruppentheorie
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in der Schule rechnen kann, und wir gehen zu der naiven Notation negativer
Zahlen und der Subtraktion zuriick. Der Sinn dieser ganzen Betrachtungen
ist, dal die Definition negativer Zahlen gerade so gemacht werden kann, dafl
die iiblichen Rechenregeln herauskommen.

Als Querverbindung zur Diskreten Mathematik streifen wir noch kurz die
“Restklassenarithmetik modulo n”. Zu jeder positiven natiirlichen Zahl n
kann man in ZZ die Aquivalenzrelation

Ry rx—y=p-nmitpe Z (3.6)

definieren, d.h. x und y sind dquivalent, wenn x — y durch n teilbar ist. Die
Menge ZZ/R,, der Restklassen ist dann durch die Vertreter 0,1,...,n — 1
im Sinne von Satz [[Z1] eindeutig bestimmt, und man kann auf diesen Rest-
klassen die Addition und Multiplikation so ausfithren, dal man immer vom
normalen Ergebnis den Rest nach Division durch n bildet. Man bekommt die
Rechenregeln eines kommutativen Rings mit Einselement. Auch in der Infor-
matik braucht man mitunter die Restklassenarithmetik, z.B. beim Verfahren
von Schénhage—StrassenH zur schnellen Multiplikation sehr grofler Zahlen,
oder bei Hashfunktionen] mit der Divisions-Rest-Methodd.

3.3 Rationale Zahlen

Sind die ganzen Zahlen ZZ durch die obige Konstruktion gegeben, so kann
man als niichstes die rationalen Zahlenf] ) aufbauen, und zwar wieder mit
einer Aquivalenzrelation. Man denkt sich einen Bruch 2 mit m € Z und
n € Z \ {0} als dquivalent zu allen seinen Erweiterungen ™ und schreibt
ihn als Aquivalenzklasse [(m,n)]. Die Aquivalenzrelation auf Z x (Z\ {0})

zwischen zwei solchen “Briichen” ist dann

(m,n) = (p,q) genau dann, wenn m - q = n - p gilt,

d.h. 2= g im herkémmlichen Sinn. Die Operationen sind dann wie in der

Schule
[(m,n)] + [(u,v)] :==[(m-v+u-n,n- v

[(m, )] - [(u, 0)] := [(m - u,n - )]

"http://de.wikipedia.org/wiki/Sch¥C3%B6nhage-Strassen-Algorithmus
%http://de.wikipedia.org/wiki/Hash-Funktion
3http://de.wikipedia.org/wiki/Divisions-Rest-Methode
“http://de.wikipedia.org/wiki/Rationale_Zahl
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fiir alle m, n,u,v € Z definiert, was den iiblichen Operationen

mou m-v+u-n
n v n-v
m Uu m - u

n v n-v

aus der Schule entspricht. Wieder haben wir die Operationen und die neu-
en Zahlen so definiert, dal die altgewohnten Rechenregeln als notwendiges
Ergebnis herauskommen.

Aufgabe: Warum sind Addition und Multiplikation wohldefiniert?

Die Aquivalenzklasse [(0,n)] = [(0,1)] mit n # 0 fungiert als Null, die Klasse
[(n,n)] = [(1,1)] mit n # 0 als Eins. Alle Aquivalenzklassen, die von der
Null verschieden sind, haben die Form [(m, n)] mit m,n # 0. Sie haben eine
multiplikative Inverse, ndmlich [(n, m)] mit [(m, n)]-[(n, m)] = [(mn, m-n)] =
[(1,1)]. Die positiven rationalen Zahlen werden durch die Aquivalenzklassen
der Form [(m,n)] mit m,n € IN \ {0} dargestellt.

Auch mit diesen Zahlen kann man ganz wie in der Schule rechnen, wobei man
wieder die Standardnotation einfiihrt. Die Vorlesung “Diskrete Mathematik”
beweist, dafl die rationalen Zahlen einen kommutativen Kﬁrpetﬂ bilden. Sie
bilden eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 = [(0,1)] unter der
Addition, und @ \ {0} ist eine abelsche Gruppe unter der Multiplikation,
wobei [(1,1)] das neutrale Element ist.

Wir stellen die Rechenregeln fiir Briiche noch einmal zusammen:

m._p _ megtpen
m p  m-p
wg T ng

m -n . m

q-n q

fir alle m,p € Z, n,q € Z \ {0}, weil die Erfahrung lehrt, da§ Studi-
enanfinger in Mathematik oder Informatik oft immer noch Schwierigkeiten
mit der Bruchrechnung haben.

"http://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6rper_%28Algebra%28S
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Die allgemeinen Rechenregeln in kommutativen Kérpernﬂ, wie sie fiir ratio-
nale, reelle und komplexe Zahlen gelten, stellen wir hier iibersichtlich zusam-
men, verweisen aber auf die spéter folgenden Regeln fiir die Ordnungsrela-
tionen.

1. Gegeben sei eine Menge IK mit zwei Abbildungen + und - von IK x IK
in IK, geschrieben in Infixform. Dabei sollte man sich als IK die Menge
der rationalen Zahlen oder eine Obermenge davon vorstellen, mit der
iiblichen Addition und Multiplikation.

2. Die beiden Abbildungen sind kommutativ, assoziativ und distributiv:

r+y = y+ax Kommutativitéit von +
(x4+y)+z = x4+ (y+2) Assoziativitat von +
rT-y = y-x Kommutativitédt von -
(x-y)-z = z-(y-2) Assoziativitéit von -

(r+y)-z = (z-y)+ (y-2) Distributivitét
fiir alle x,y, 2z € IK.

3. IK hat mindestens zwei spezielle Elemente, die 0 und 1 genannt werden
und verschieden sind. Sie haben die Eigenschaften

r+0 = =z
r-1 = «x

fiir alle x € IK.
4. Zu jedem x € IK gibt es genau ein Element —x € IK mit x4+ (—z) = 0.

5. Zu jedem x € IK \ {0} gibt es genau ein Element 27! € IK \ {0} mit
vl =1

Man sagt dann, IK sei ein kommutativer Koérper mit den Operationen + und

Wir kennen bisher nur das Beispiel IK = @, aber findige Leser werden leicht
nachrechnen kénnen, daB man auf der Menge {0, 1} eine Addition und eine
Multiplikation so definieren kann, dafl man den kleinsten aller denkbaren
Koérper herausbekommt.

"http://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6rper_%28Algebra%29
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Es gibt auch nichtkommutative Korper, die dann Schiefkérper genannt
werden, aber nach einem ziemlich tiefliegenden Satz von WedderburnH
haben solche Korper immer unendlich viele Elemente.

Neben den Grundregeln kann man noch definieren

roy =t (-y)

=Tz

x
T:zi=— -1
z

fir alle z,y € IK und alle z € IK \ {0}. Die Operationen — und : sind im
allgemeinen weder kommutativ noch assoziativ. Es gilt aber

r-y = —(y—2)

w:v = (v:iu)!
—(—z) = =z
(vHt = v
(—2)-y = —(z-y)
(—x):v = —(z:0)

I
—~
8
4
~—

<
~— — —

= T .0

fir alle z,y € IK, u,v € IK\{0}. Fiir die Bruchschreibweise bzw. die Division
: gelten die Regeln der Bruchrechnung wie oben.

Ferner braucht man die Regeln der naiven Potenzrechnung;:
1. Fiir alle z # 0 definiert man 2° := 1.
2. Fiir alle x # 0 und alle n € IN definiert man 2" := x - 2.
3. Fiir alle z # 0 und alle n € IN definiert man =" := (z~1)".
Dann gilt fiir alle z € IK \ {0} und alle m,n € ZZ

it = g™ g

= () = ()"

m n

Exotische Korper miissen nicht IN als Teilmenge enthalten. Dann mufl man
noch rekursiv definieren

= rx+n-x

= —(n-x)

(n+1)
(—n)

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Wedderburn.html
%http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Wedderburn

T
T
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fiir alle x € IK und n € IN, aber fiir die rationalen, die reellen und die
komplexen Zahlen ist das nicht nétig. In jedem Falle gilt aber

(m +n)
(m-n)

= m-rx+n-x

:x = m-(n-x)=n-(m-x)

fiir alle z € IK und m,n € ZZ, in Analogie zur Potenzrechnung.

Man kann den obigen Sachverhalt auch durch zwei Abbildungen

A . ZxIK — IK, Aln,z) = n-x,
P : ZxIK\{0} — IK\{0}, A(n,z) = a"

beschreiben, die auf IK bzw. IK \ {0} “operieren”.

Aufgabe: Was fiir Eigenschaften habe diese Abbildungen beziiglich der Ope-
rationen auf ZZ, IK und IK \ {0}7

In der Informatik sind endliche Kérpelﬁ von besonderer Bedeutung, weil sie in
der Codierungstheorie vorkommen. Aber das gehort zum Standardrepertoire
der Diskreten Mathematik. Insbesondere fiihrt die Restklassenarithmetik
modulo n (siehe (B0)) zu einem endlichen Kérper mit n Elementen, wenn
n eine Primzahl ist. Wer nicht glaubt, dafl man in der Informatik endliche
Korper und Vektorrdume (das folgt im néchsten Kapitel) braucht, sehe sich
mal die linearen Codes antl.

3.4 Ordnungsrelationen auf Zahlen
3.4.1 Anordnungsaxiome

Fir natiirliche, ganze, rationale und auch fiir die spéter definierten reellen
Zahlen definiert man zuerst, was “positivﬁ” bedeutet. Bei den natiirlichen
Zahlen ist dies klar, denn “positiv” sind alle Zahlen aufler der Null. Bei den
ganzen Zahlen kann man dann definieren

[(m,0)] > 0 genau dann, wenn m > 0, m € IN,
und bel den rationalen Zahlen setzt man

[((m,n)] > 0 genau dann, wenn [(m, n)] ~ [(u,v)]

"http://de.wikipedia.org/wiki/Endlicher_K%C3%B6rper
?http://de.wikipedia.org/wiki/Linearer_Code
3http://de.wikipedia.org/wiki/Positive_und_negative_zZahlen
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mit u,v € Z, u,v > 0. Natiirlich ist dann auch klar, wie man “nichtnegativ”,
“negativ”’ und “nichtpositiv” definieren muf.

Man weifl also, was z > 0 und z > 0 fiir diese Zahlen bedeutet. Danach
definiert man z >y bzw. x > y durch = y + 2z mit einem geeigneten z > 0
bzw. z > 0. Machen wir daraus eine kleine Ubung fiir Quantoren:

Ve Vy (z>y < Fz2>0:z=y+2)
Ve Vy (x>y < F2>0: x=y+2)

Analog definiert man z < y bzw. z <y durch y > = bzw. y > z fiir alle x, y.
Mit Absicht haben wir dabei offengelassen, aus welcher Zahlenmenge z, ¥, z
sind. Man sieht, daf} diese Relationen alle transitiv und antisymmetrisch sind,
und unter < oder > sind die Zahlenmengen total geordnet.

Man kann das Ganze auch axiomatisieren:

Definition 3.7 Es sei IK ein kommutativer Korper. Er heifst geordnetﬂ
wenn es einen Positivbereich P C IK gibt mit

1. Die Mengen —P :={—z : x € P}, P und {0} sind disjunkt.
2. Ihre Vereinigung ist IK.
3. Ausx,y € P folgtx +y € Pundx-y € P.

Fiir reelle und rationale Zahlen ist P = {x : x > 0}, und man definiert wie
oben
x>y < r—yeP

fiir alle x,y € IK.

3.4.2 Rechnen mit Ungleichungen

In Abschnitt auf Seite BIl haben wir gesehen, dafl man auf die beiden
Seiten einer Gleichung eine beliebige Abbildung anwenden kann und wieder
eine Gleichung erhélt. Wir machen nun dasselbe fiir Ungleichungen.

Definition 3.8 FEs seien R C M xM und S C NxN zweistellige Relationen
auf Mengen M bzw. N. Fine Abbildung f : M — N heiffit monoton, wenn
fir alle x,y € M mit xRy auch f(x)Sf(y) gilt. Mit anderen Worten: in
Relation R stehende Paare (x,y) werden auf in Relation S stehende Paare

(f(x), f(y)) abgebildet.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Geordneter_K%C3%B6rper
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Daf3 diese Definition dem iiblichen Monotoniebegriff entspricht, sieht man am
Beispiel der Relation < auf IR. Eine Funktion f : IR — IR heiflit monoton,
wenn fiir alle z,y € IR aus z < y auch f(z) < f(y) folgt. Mit anderen
Worten: wenn z grofler wird, so wichst auch f(z), und auf eine Ungleichung

z <y

kann man eine monotone Funktion anwenden, um eine neue Ungleichung

f(x) < f(y)

zu bekommen. Erlaubte Umformungen von Ungleichungen sind also durch
monotone Abbildungen realisierbar.

Wenn die Anwendung einer Funktion f : IR — IR auf eine Ungleichung
x < y stets zu f(y) < f(x) fihrt, also die Ungleichung umkehrt, ist f
antimonoton.

Einfache Beispiele fiir monotone Funktionen auf den rationalen oder reellen
Zahlen sind

flz) = z+4¢ mit einer beliebigen Zahl ¢
flz) = z-c mit einer beliebigen positiven Zahl ¢
flx) = x,232°,...

und antimonoton ist
f(x) = x-c mit einer beliebigen negativen Zahl c.

Man kann sich die Monotonieeigenschaften leicht durch eine Zeichnung klar-
machen. Aus diesen Beispielen ergeben sich einfache Rechenregeln fiir Un-
gleichungen:

e Man kann zu beiden Seiten einer Ungleichung eine beliebige Zahl ad-
dieren oder subtrahieren.

e Man kann beide Seiten einer Ungleichung mit einer positiven Zahl
multiplizieren.

e Multipliziert man eine Ungleichumg mit einer negativen Zahl, so kehrt
sich die Ungleichung um.

e Man kann beide Seiten einer Ungleichung zu derselben ungeraden Po-
tenz erheben.
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Was gilt fiir das Quadrieren? Die Funktion f(z) = z? ist nur fiir z > 0
monoton, und deshalb kann man die beiden Seiten einer Ungleichung nicht
quadrieren, wenn man nicht weify, dal beide Seiten nichtnegativ sind. Aus
2 < 5 folgt 22 < 52, aber aus —5 < 2 folgt eben nicht (—5) = 25 < 22 = 4.
Ebenso ist Vorsicht geboten, wenn man von z zu 1/z = z~! iibergehen
will. Diese Funktion ist zwar antimonoton auf jeweils den positiven und den
negativen Zahlen, aber sie springt bei Null von grofien negativen zu grofien

positiven Werten. Also:

e Das Quadrieren einer Ungleichung ist erlaubt, wenn beide Seiten nicht-
negativ sind.

e Wenn beide Seiten einer Ungleichung negativ sind, fithrt das Quadrie-
ren zur Umkehrung der Ungleichungsrelation.

e Die Bildung des Kehrwerts auf beiden Seiten einer Ungleichung kehrt
die Ungleichung um, wenn beide Seiten dasselbe Vorzeichen haben.
Sind die Vorzeichen verschieden, so bleibt die Ungleichung erhalten.

Das Rechnen mit Ungleichungen mufl unbedingt geiibt werden!

3.4.3 Absolutbetrag

Definition 3.9 Zu einer reellen oder rationalen Zahl x definiert man

2] = T z >0
Tl -z x<0
als den Absolutbetrady oder Betrag von .

Theorem 3.10 Fiir den Absolutbetrag gelten die Regeln

[z > 0
| —z] = [z
-yl = |z[-]y|
lz+yl < |z|+y|
lz—yl > |z = [yll = [ly] - |=]|

fiir alle x,y € IR.

Die ersten drei Regeln sind nicht weiter erklarungsbediirftig. Die vierte wird
(auch in verallgemeinerter Form) die Dreiecksungleichung genannt, aber
das wird erst spéter klar.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Betragsfunktion
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Zum Beweis der Dreiecksungleichung machen wir eine Fallunterscheidung.

Sind z und y nicht von verschiedenem Vorzeichen, so gilt |z + y| = |z| + |y|.
Denn wenn beide nichtnegativ sind, hat man z +y = |z + y| und x + y =
|z| 4+ |y|. Sind beide negativ, so folgt |z + y| = —(x + y) und —(z + y) =

—z + (—y) = |z| + [yl.

Sind z und y von verschiedenem Vorzeichen, so nehmen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit an, da8 |z| > |y| gilt und bekommen

2+ yl = lo| = |yl <[] = [yl + 2ly| = |2 + [yl
Ganz dhnlich beweist man die letzte Ungleichung des Satzes.

Sind 2 und y nicht von gleichem Vorzeichen, so gilt |z —y| = |z|+ |y| > |z| >
|z| — |y| und aus Symmetriegriinden auch |z —y| = ||+ |y| > |y| > |y| — |z|.
Es folgt o —y| > [ly| — [«]] = [|2] — |y]l.

Sind x und y von gleichem Vorzeichen, so nehmen wir ohne Beschriankung
der Allgemeinheit an, daf§ |x| > |y| gilt und bekommen

|z =yl = =] = [yl = [l=] = yll = [ly] = |2l

Man mache sich klar, dafl die Dreiecksungleichung zur Gleichung wird
(“scharf” ist), wenn z und y gleiches Vorzeichen haben, wihrend die Un-
gleichung |z — y| > ||z| — |y|| = ||ly| — |z|| scharf ist, wenn die Vorzeichen
verschieden sind.

Anfinger fragen immer wieder, wie man denn die zu den obigen Ungleichun-
gen komplementéren Ungleichungen

|z + ¥

> 2
lzv—y| < 7

bekommt. Das ist aber nichts Neues, weil man y durch —y ersetzen kann.
Ingesamt braucht man sich nur

o] = lyll = llyl = l=ll < lz+yl < |z[+1yl

zu merken.
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3.5 Zahldarstellungen

Die natiirlichen Zahlen werden durch Ziffernsysteme oder Stellenwertsy-
stemd] dargestellt. Eine Ziffer ist ein Zeichen, das eine Zahl darstellt. Man
spezifiziert eine Basis—Zahl b, die im Dezimalsystenﬁ gleich 10 ist, im Du-
alsystemH gleich 2 und im Hexadezimalsystemﬁ gleich 16. Dann braucht
man b Zeichen fir Ziffern zwischen 0 und b — 1 (im Hexadezimalsystem: 0
bis 9, dann A, B, C, D, E, F'). Dann schreibt man natiirliche Zahlen n in der
b—adischen mathematischen Form

n=">by- b 4by b +by 0>+ ... 4 by b (3.11)

=1

und als Zeichenkette
by .. .byb1bo

in umgekehrter Reihenfolge, weil man normalerweise die Einerstelle rechts
notiert. Wir identifizieren hier die Ziffern mit den Zahlen, die sie reprisen-
tieren, aber das ist wohl verzeihlich. Hinzu kommt die Einschrinkung, dafl
die hochste Ziffer nicht gleich Null ist, wenn die Zahl n nicht selbst Null ist,
d.h.

b > 0 falls n > 0. (3.12)

WEeil die Notation ... verpont ist, verwendet man fiir indizierte Summen das

Zeichen ) und bekommt
k
=0

Man liest das als “Summe von j gleich Null bis k iiber b; - 17",

Theorem 3.13 Jede natiirliche Zahl n hat eine eindeutige Darstellung der
Form BIl) mit BI2) zu jeder Basis b > 1.

Der Beweis kann per Induktion gefithrt werden und gleichzeitig konstruktiv
sein. Wir {iberlassen ihn der Diskreten Mathematik. Die rekursive Grundidee
folgt aus der einfachen Beobachtung, daff in (BI1l) die Einerziffer b, der
Divisionsrest von n bei Division durch b ist, denn n — by ist ein Vielfaches
von b. Man bildet dann m := (n — by)/b und bekommt

m:bl'bo—l-bg'bl—i-...—'—bk'bkil

"http://de.wikipedia.org/wiki/Stellenwertsystem
?http://de.wikipedia.org/wiki/Ziffer
3http://de.wikipedia.org/wiki/Dezimalsystemn
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Dualsystem
Shttp://de.wikipedia.org/wiki/Hexadezimalsystem


http://de.wikipedia.org/wiki/Stellenwertsystem
http://de.wikipedia.org/wiki/Ziffer
http://de.wikipedia.org/wiki/Dezimalsystem
http://de.wikipedia.org/wiki/Dualsystem
http://de.wikipedia.org/wiki/Hexadezimalsystem

3 ZAHLEN 75

aus (BI0)). Jetzt ist also by der Divisionsrest von m bei Division durch b, und
dieses Verfahren kann man fortsetzen.

Wir probieren das fiir die Berechnung der Bindrdarstellung von 23. Der
Divisionsrest von 23 durch 2 ist 1, weil 23 ungerade ist. Wir haben also
bo = 1, und unser erstes m ist m = (23 — 1)/2 = 22/2 = 11. Das ist wieder
ungerade, also folgt b; = 1. Weiter so:

m = (11-1)/2 = 5 by = 1 weil 5 ungerade

m = (b—1)/2 = 2 by = 0 weil 2 gerade

m = (2—-0)/2 = 1 by = 1 weil 1 ungerade

m = (1-1)/2 = 0 bs = 0 FEnde des Verfahrens

Die Darstellung der dezimal als 23 geschriebenen Zahl als binére Zeichenkette
bybsbobi by ist also 10111. Wie man das Verfahren als sauberes Programm
aufschreibt, soll die Informatikvorlesung behandeln.

3.5.1 Binire Arithmetik

Die in heutigen Rechnern iiblichen Zahldarstellungen benutzen fiir ganze
Zahlen stets das Bindrsystem. Man kann auch in allgemeinen Stellenwert-
systemen rechnenﬂ, aber das wollen wir nicht allgemein beschreiben. Hat
man 16, 32 oder 64 Bits zur Verfiigung, kann man Zahlen zwischen 0 und
216 1 = 64K — 1,232 — 1 = 4G — 1 und 2% — 1 darstellen. Kommt ein
Vorzeichen hinzu, verliert man bei fester Darstellungslénge ein Bit. Das wird
im néchsten Abschnitt behandelt.

Die Addition kann durch sukzessive Addition der Binérstellen mit Ubertrag
geschehen, ganz wie in der Schule. Beispiel:

1011010  x
11001111 y
1 1111 Ubertrag
100101001

Man macht also immer aus drei Input-Bits (z-Bit, y-Bit, Ubertrag) ein
neues Bit und einen Ubertrag. Das Ergebnis kann nur (dezimal) gleich 0, 1,
2 oder 3 sein und ist gleich der Anzahl der gegebenen Bits. Binér sind die
Ergebnisse als 00,01,10 und 11 zu schreiben. Der Ubertrag ist also genau
dann binér gleich 1, wenn die Summe der Eingabebits 2 oder 3 ist. Und die

"http://de.wikipedia.org/wiki/Arithmetik_in_Stellenwertsystemen
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neue Bindrstelle ist 0, wenn die Summe der Eingabebits gerade (0 oder 2)
ist, und 1, wenn sie ungerade (1 oder 3) ist. Als Boolesche Funktionen von
2,y und dem Ubertrag u geschrieben bekommt man also

e fiir die neue Binéirstelle:

x y u| Stelle
1 11 1
1 10 0
1 01 0
100 1
01 1 0
010 1
0 01 1
0 00 0
e fiir den Ubertrag:
z y ul Ubertrag
1 11 1
1 10 1
1 01 1
1 00 0
01 1 1
010 0
0 01 0
0 0 0 0

Diese Booleschen Funktionen haben die disjunktiven Normalformen

e fiir die neue Bindirstelle:

Stelle= = Ay A u

vV ooz ANy A

vV -z Ay N —u

vV o~z A 7y N u

e fiir den Ubertrag:

Ubertrag= 2« A y A u
vV oz Ay N —u
vV oz AN Ty Nu
vV oz Ay A
vV . Ay Voou
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Aufgabe: Wer sieht das Rezept, das aus den Wertetabellen leicht eine dis-
junktive Normalform macht?

Die beiden oben angegebenen Booleschen Funktionen bilden zusammen einen
Volladdierer, den man bei schrittweiser Anwendung von rechts nach links
stellenweise das bindre Addieren bewerkstelligen lassen kann. Man braucht
so viel Addierschritte wie man Stellen hat, weil man sequentiell von Stelle zu
Stelle vorgeht. Wenn man parallel arbeitet und fiir jede Stelle ein solches Re-
chenwerk hat, geht es natiirlich schneller, und wenn es keine Ubertrige gébe,
ginge es mit einem Schritt. Das Problem beim Bau effektiver Addierwerke
sind also die Ubertréige. Es gibt trickreiche Strategien, den Ubertrag vorher-
zusagen (carry lookahead), aber die Informatikvorlesungen sollen ja auch
noch spannend bleiben. Wir wollen hier nichts verraten, auch nicht, wie man
mit der Methode des Kalifen oder der Conditional-Sum—Addition]
addiert.

Und wer immer noch nicht glaubt, da man fiir das Verstehen wichtiger
Informatik—Algorithmen wie der Multiplikation grofler ganzer Zahlen hoch-
kardtige High-Tech-Mathematik braucht, sollte sich mal den Schénhage-
Strassen—Algorithmuﬂ ansehen.

3.5.2 Zweierkomplement

Man konnte die ganzen Zahlen darstellen, indem man ein Vorzeichenbit zu
einer b-adischen Zifferndarstellung hinzufiigt. Das ist aber rechentechnisch
aufwéndiger als die in Computern iibliche Methode. Man versucht, die Ad-
dition und Multiplikation von Zahlen in Bindrdarstellung so zu organisieren,
daBl man Rechenwerke bauen kann, die unabhéngig von der Vorzeichenwahl
arbeiten. Die Grundidee ergibt sich zwangslaufig daraus, dal man die Opera-
tion z + (—z) = 0 problemlos ausfithren kénnen muf, d.h. die ganz normale
bitweise Addition der Darstellungen von x und —x mufl Null ergeben. Und
das sollte beispielsweise mit den oben beschriebenen Volladdierern Stelle fiir
Stelle moglich sein, ohne dafl die Volladdierer wissen miissen, was negative
Zahlen sind.

Man muss also dafiir sorgen, daf§ die Addition der Darstellungen von z und
—x in jedem Bit Null ergibt. Einfacher wire es, in jedem Bit eine Eins zu
produzieren, und zwar dann, wenn an die Bits von x einfach umdreht, um
die von —z zu bekommen. Dann liefert die bitweise Addition von x und —x
immer 1 ohne Ubertrag. Dazu ein Beispiel mit 11 Binrstellen:

"http://de.wikipedia.org/wiki/Conditional_Sum_Addition
%http://de.wikipedia.org/wiki/Sch%C3%B6nhage-Strassen-Algorithmus
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00001011001 x
11110100110 Bitinversion

11111111111

Wenn man zu dieser Bitdarstellung aus lauter Einsen noch eine 1 addiert,
gibt es lauter Ubertrége, die nach links laufen und es entstehen rechts Nullen.
Beispiel:

00001011001  x

11110100110 Bitinversion
1111111111

00000000001 1 dazu
11111111110 neuer Ubertrag

100000000000 Null mit Ubertrag

Das ist dann der Trick der Zweierkomplementdarstellunég. Man stellt —z
so dar, dal man die Bits von £ umdreht, dann 1 addiert und den Ubertrag
nach vorn einfach ignoriert. Also:

00001011001 x

11110100110 Bitinversion
00000000001 1 dazu
11110100110 neuer Ubertrag

11110100111 Darstellung von -x im Zweierkomplement

Jetzt testen wir das:

00001011001 x
11110100111 Darstellung von -x im Zweierkomplement
11111111110 neuer Ubertrag

100000000000 Null mit Ubertrag

"http://de.wikipedia.org/wiki/Zweierkomplement
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Ein Nachteil ist, dal man die Arithmetik so implementieren muf}, dafl sie
Ubertriige ignoriert, denn diese treten beim Addieren von Zahlen verschiede-
nen Vorzeichens oft auf. Ein Vorteil ist, dafl man die Darstellungen negativer
Zahlen an der fiihrenden Eins erkennen kann, sofern man die positiven Zah-
len und Null so schreibt, daf§ das vorderste Bit immer Null ist. Die grofite
positive Zahl bei n Binérstellen ist also die als 01...1 darzustellende Zahl
27~ — 1. Thr Zweierkomplement ist 10...01, aber die Zahl 10...00 ist noch
um 1 kleiner und legal. Sie stellt also —2"~! dar, und diese Zahl hat kei-
ne positive Entsprechung. Deshalb erstreckt sich der mit 16 Bits inklusive
Zweierkomplementdarstellung darstellbare Bereich von —2 = —32768 bis
+215 — 1 = 32767. Das sind zusammen 2'¢ = 64K = 65536 Zahlen, man hat
also nichts verschenkt.

Dafl damit die Rechnerei sauber funktioniert, kann man verstehen, wenn
man sich vorstellt, da8 bei n Bits die Darstellung von —z mit der (n + 1)-
bittigen von 2" —z iibereinstimmt, wenn man das fithrende Bit als Ubertrag
ignoriert. Die bitweise Addition einer positiven Zahl y zu einer negativen
Zahl —x wird also wie auf den positiven Zahlen y + (2"*1 — x) ausgefiihrt,
und das ist, wenn man den Ubertrag ignoriert, eine Darstellung von y — z,
entweder “normal” oder im Zweierkomplement, je nach Vorzeichen von y—x.
Hat man zwei negative Zahlen —x und —y zu addieren, so erfolgt das wie
(271 — ) + (2" — y) = 272 — ( +y), und bei Ignorierung der Ubertriige
ist das eine Zweierkomplementdarstellung von —(x + y).

Hier ist ein simples Beispiel zur Berechnung der Bitdarstellung:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

void printbinint(int ival)

{ /% druckt 32 Bit Binaerdarstellung von ival */
/* BRUTAL programmiert, nicht nachahmen :-) */
int i;
int bit[32];
for (i=0; i<32; i++)

{
if ((ival%2)==0)
{
bit[i]=0; /* falls ival gerade, Einserbit = 0 */
}
else
{

bit[i]=1; /% falls ival ungerade, Einserbit = 1 x/
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}
ival=(ival-bit[i])/2; /* Reduktion von ival */
}
for (i=0; i<32; i++)
printf ("%1d",bit[31-i]); /* rueckwaerts ausgeben */
}
int main(void)
{
int i;
1=37;
printf ("Binaere Darstellung von %d bei 32 bit:\n",i);
printbinint(i);
printf ("\n");
1i=-37;
printf ("Binaere Darstellung von J%d bei 32 bit:\n",i);
printbinint(i);
printf ("\n");
}

mit der Ausgabe

Binaere Darstellung von 37 bei 32 bit:
00000000000000000000000000100101
Binaere Darstellung von -37 bei 32 bit:
11111111111111111111111111011011

Aufgabe: Wieso berechnet dieses Programm fiir negative i die 32-Bit—
Zweierkomplementdarstellung? Daf es fiir positive ¢ die richtige Bitfolge aus-
gibt, ist schnell zu sehen, aber was ist fiir negative 7 los?

3.5.3 Uberlauf bei ganzen Zahlen

In realen Rechnern ist die Darstellungslange fest, und man braucht diese
feste Lange fiir die Zweierkomplementbildung. Beim Rechnen mit negativen
Zahlen tritt dann immer ein Uberlauf ein, der nicht zu einer Fehlermeldung
fithrt. Leider fithrt dann aber auch das Rechnen mit sehr groflen Zahlen nicht
zu einer Fehlermeldung, sobald das fithrende Bit Eins wird und eine negative
Zahl darstellt. Es kann also der unangenehme Fall eintreten, dafi die Summe
zweier positiver Zahlen negativ wird, ohne daf} ein Fehler bemerkt wird. Man
unterscheidet deshalb genau zwischen Ubertrag und Uberlauf:

e Der Ubertrag (engl. carry) entsteht beim normalen Addieren in Stel-
lenwertsystemen. Er wird weitergereicht und ist kein Fehler.
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e Ein Uberlauf (engl. overflow) ist ein fehlerhaftes Uberschreiten der
Grenzen eines Stellenwertsystems.

Nehmen wir das Beispiel einer vierstelligen Bindrarithmetik. Sie kann nur
Zahlen zwischen —8 = —23 und 7 = 23 — 1 darstellen. Rechnet man 5 + 6
aus, so bekommt man —5. Warum?

0110 6
0101 5

1011 11 oder -5

Die Darstellung von —5 im Zweierkomplement einer vierstelligen Binédrarith-
metik ist nimlich genau die von 2 — 5 =16 — 5 = 11.

In einer 32-bittigen Arithmetik wie in einem PC bekommt man also
Uberlauf-Probleme, sobald man Zahlen der GroBe 2%2/2 = 23! = 2G =
2048 M addiert. Das ist schnell der Fall, wenn man z.B. die im Umlauf be-
findlichen Borsenwerte in Dollar oder Euro ansieht. Vorsicht!

Eine schnelle Abhilfe bekommt man, wenn man stattdessen im Datentyp
double rechnet. Aber das sehen wir uns erst im iiberniachsten Abschnitt an.

Hier kommt ein Beispiel. Der primitive C—Code

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int main(void)

{
int 1i,];
j=65536;
printf ("] = %d\n", j);
printf ("j*j = %d\n", j*j);
1=32767;
printf("i = %d\n",1i);
printf ("ix*j = %d\n",ix*j);
printf ("i*j+65535 = %d\n",i*j+65535);
printf ("i*j+65536 = %d\n",i*j+65536);
}

hat auf einem Standard-PC mit 32-Bit—Arithmetik die Ausgabe
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J = 65536

3*] =0

i = 32767

ix*j = 2147418112
i*j+65535 = 2147483647
i*j+65536 = -2147483648

ohne zu einer Fehlermeldung zu fiihren!
Frage: Warum ist das nicht anders zu erwarten?

Aus den obigen Uberlegungen folgt némlich, daf eine 32-Bit—Arithmetik,
wenn sie im Zweierkomplement rechnet, ihre Grenzen schon bei

—231 = 2147483648 < n < 23! — 1 = 2147483647 = 2G — 1

hat. Wird dagegen eine reine Adreffirechnung im Typ unsigned integer
vorgenommen, entféllt das Zweierkomplement und man kann insgesamt 4G=
232 Bytes adressieren. Um den vollen Adrefraum nutzen zu kénnen, muf die
CPU zwischen Adrefirechnung umd Integer—Arithmetik unterscheiden.

3.5.4 Festkommazahlen

Wenn man den Bereich der ganzen Zahlen in Richtung auf Briiche und reelle
Zahlen verlassen will, erweitert man die Darstellung (B:I7]) fiir positive Zahlen
z durch Zulassung negativer Exponenten. Man bekommt

k

j=—m

und als Zeichenkette
b .. .bab1bg.b_1b_o...b_,,

und spricht von Festkommazahlelﬂ, wenn k und m fest gewéhlt sind.
Solche Zahlen kénnte man auch als

k+m

k
2=0T"Y T =Y b b
1=0

j=—m

mit der Indexsubstitution ¢ = j+m schreiben. Das ist bis auf den Faktor b=™
wieder eine ganzzahlige Darstellung, die nichts wesentlich Neues bringt. Eine

"http://de.wikipedia.org/wiki/Festkommazahl
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Festkommadarstellung zur Basis b mit m Nachkommastellen ist also gerade
so gemacht, dafl die in ihr darstellbaren Zahlen z nach Multiplikation mit 6™
ganzzahlig werden. Oder: eine ganzzahlige Darstellung zur Basis b wird um
m Stellen nach rechts verschoben.

Aber wir sollten uns ansehen, was passiert, wenn man beliebig gegebene
Zahlen z in Festkommadarstellung bringen will. Man sucht also zu einer
beliebigen Zahl z eine nahe gelegene Zahl z, die man in Festkommadarstellung
exakt formulieren kann. Zunéchst beschrinkt man sich auf positive Zahlen;

—_—~—

die negativen behandelt man, indem man z := —(—2z) fiir negative z definiert.
Unsere Festkommadarstellung habe m Nachkommastellen wie oben. Wir
berechnen dann die positive Zahl z - ™ und wéahlen dazu eine nahegelegene
ganze Zahl n. Das kann man immer so machen, daf§ |z-0™ —n| < 1 oder sogar
|z - 0™ —n| < 1/2 gilt. Im ersten Fall reicht es, die grofite natiirliche Zahl
n < z-b™ zu nehmen, im zweiten Fall wéhlt man die zu 2 - 0™ néchstgelegene
Zahl. Den ersten Fall nennt man truncation oder Abschneiderundung,
weil von z - b™ alle Nachkommastellen einfach abgeschnitten werden. Die
zweite Strategie erfordert eine Auf- oder Abrundung, aber sie ist in der
Informatik nicht iiblich und soll hier ignoriert werden.

Wir finden also eine natiirliche Zahl n mit
0<z-b"—n<|z-0"—n|<1

und konnen diese Ungleichung mit b~ multiplizieren, um |z —n-b=™| < b=™
zu erhalten. Die Zahl n - =™ =: Z hat eine exakte Festkommadarstellung,
und wir bekommen

Theorem 3.14 In einer Festkommaarithmetik zur Basis b mit m Nachkom-
mastellen kann man zu jeder reellen oder rationalen Zahl z eine in der Arith-
metik exakt darstellbare Zahl Z finden mit

|z — 2| <b™.

Man kann z die Festkommarundung von z nennen und die Rundungs-
abbildung rd(z) := Z definieren mit

|z —rd(z)] < b7 ™.

Definition 3.15 Ist eine Zahl y eine Niherung einer Zahl z, so ist |x — y|
der absolute Fehler. Im Falle © # 0 ist |x — y|/|z| der relative Fehler.
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Jetzt bekommt das Theorem B4 die Form

In einer Festkommaarithmetik mit m Nachkommastellen zur Basis b ist
jede reelle oder rationale Zahl mit einem absoluten Fehler von maximal
b~™ darstellbar.

3.5.5 Gleitkommazahlen

Man kann also bei groler Stellenzahl jede reelle oder rationale Zahl beliebig
genau durch Festkommazahlen darstellen. Allerdings sind dabei nur die Nach-
kommastellen relevant, und die fiihrenden Stellen vor dem Komma miissen
noch mitgerechnet werden. In der Praxis will man Rechenwerke mit fester
Stellenzahl bauen, und dann ist es besser, nur noch an die Nachkommastellen
zu denken und alle Zahlen so zu skalieren, daf} sie keine Stellen vor dem Kom-
ma mehr haben. Mit einer festen positiven Zahl m, einer ganzen Zahl E und
cinem Vorzeichen kann man dann die Gleitkommazahlen!] (“floating—point
numbers”)

£ b b (3.16)
j=1
definieren. Im Dezimalsystem wére das einer Zifferndarstellung
2=+ 10" -0.b_1b_5...b_,,

mit Ziffern b_; € {0,1,...,9} gleichbedeutend. Durch Verschiebung des
Dezimalpunkts kann man sicherstellen, daf§ immer b_; > 0 gilt. In (BI4)
ist £ der Exponent, b die Basis, m die Stellenzahl und 0.b_10_5...b_,,
die Mantisse.

In Programmiersprachen gibt man Gleitkommazahlen natiirlich im Dezimal-
system ein, aber sie werden intern in ein noch zu besprechendes binér codier-
tes Format transformiert, wobei Genauigkeitsverluste auftreten kénnen. Die
Standardschreibweise ist z.B.

17.5678 = 10%2-0.175678 = 0.175678e2

d.h. man schreibt eine dezimale Festkommazahl hin und kann dann noch den
Dezimalpunkt verschieben durch Hinzufiigen eines Dezimalexponenten in der
Schreibweise en mit einem ganzzahligen n.

Wir stellen nun die Frage, wie genau man eine beliebige reelle oder komplexe
Zahl Z durch eine Gleitkommazahl fI(Z) der Form (BI0) darstellen kann.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Gleitkommazahl
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Sei Z eine beliebige von Null verschiedene und ohne Einschriankung auch
positive Zahl. Wir suchen zuerst den Exponenten F, fiir den

pE-1 < 7 < bP d.h.
bl < ZbPF < 1

gilt. Das kann man durch Verschieben des Punktes oder Kommas einer Fest-
kommadarstellung immer erreichen. Nun stellen wir Zb~¥ niherungsweise
durch eine k-stellige Mantisse dar, indem wir wie bei Festkommazahlen die
“hoheren” Stellen weglassen. Das bedeutet, dal wir eine m-stellige Gleit-
kommazahl z := fI(Z) zur Basis b finden kénnen mit

0 < ZbE—fl(Z)E < pm
0 < Z-fl(Z) < bER = pEtptom
< Zpt-m.
Fiir negative Zahlen z definiert man fi(z) := —fl(—z) und gibt der Zahl

Null eine Sonderbehandlung durch fI(0) := 0.

Theorem 3.17 In einer m—stelligen Gleitkommaarithmetik zur Basis b gibt
es zu jeder reellen Zahl Z eine Gleitkommazahl fI(Z) mit

Z - fU(Z)| < |Z]b

Die von Null verschiedenen Zahlen sind darstellbar mit einem relativen
Fehler von hichstens b'=™.

Es geht also bei Gleitkommazahlen um den relativen, bei Festkommazahlen
um den absoluten Fehler. Man nennt den Wert b'~™ auch die Maschi-
nengenauigkeitﬂ. Sie ist die kleinste positive Zahl x, fiir die man in der
jeweiligen Rechnerarithmetik noch 1 4 x von x unterscheiden kann.

Frage: Warum ist b~ genau diese Zahl?

Man sehe sich das Ganze fiir ein Beispiel noch einmal an. Wir nehmen eine
zweistellige Gleitkomma—Dezimalarithmetik und wollen die Zahl Z = 10.99
darstellen. Zuerst bilden wir Z-1072 = 0.1099 und miissen diese Mantisse im
Stile der Festkommaarithmetik abschneiden bei 0.10, weil wir nur 2 Stellen
haben und immer nur abrunden durch Abschneiden. Es folgt also fl(Z) =
102-0.10 = 10 und wir haben

0.99

1Z — fU(Z)] = [10.99 — 10| = 0.99 = Z—— = Z - 0.0900819

"http://de.wikipedia.org/wiki/Maschinengenauigkeit
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wihrend der obige Satz zu |Z — fI(Z)| < Z-10'"2 = Z - 0.1 fiihrt und somit
ziemlich realistisch ist.

Wie kann man die Stellen einer Mantisse zur Basis b bestimmen, wenn man
eine Zahl x mit 0 < x < 1 vorgegeben hat? Es mufl die Beziechung

w=) bob7 =b bbb
j=1
gelten, und es folgt

-1
b-x— b_l = _Qb_l + b_3b_2 el = b_j_lb_j
1

3

j
fiir den Rest der Zahldarstellung. Man muf3 also nach der Multiplikation von
x mit b die Ziffer b_; ablesen, diese abziehen und dann weitermachen. Man
mache sich klar, dal 0 < b -2 < b gilt, also mufl b_; der ganzzahlige Anteil
von b - x sein, und der Rest hat wieder die Eigenschaft 0 < b-z —b_; < 1.
Ein Beispiel fiir z = 0.1 im Bin&rsystem:

2-0.1 = 0.2 ganzzahliger Anteil b_; =0 Rest 0.2—-0=0.2
2-0.2 = 04 ganzzahliger Anteil b o =0 Rest 04—0=04
2-04 = 0.8 ganzzahliger Anteil b_3 =0 Rest 0.8 —0=0.8
2-0.8 = 1.6 ganzzahliger Anteil b_4, =1 Rest 1.6 —1=0.6
2-0.6 = 1.2 ganzzahliger Anteil b_5 =1 Rest 1.2—-1=0.2

und ab jetzt geht es periodisch weiter:

x = 0.00011001100110011 ... usw. (3.18)

3.5.6 Realisierung von Gleitkommazahlen

Die obige Darstellung hat ignoriert, dal der Exponent E einer Gleitkom-
mazahl (BI0) theoretisch beliebig grofl werden und dann in einer Maschine
nicht mehr dargestellt werden kann. Dieser Exponenten—Uberlauf bzw.
Exponenten—Unterlauf wird im allgemeinen als Fehler behandelt und dem
Benutzer gemeldet.

Die Gleitkommatypen entsprechen in der Regel dem IFEE Standard for
Binary Floating-Point Arithmetic 754@. Der Coprozessor von PCs arbeitet
intern anders, halt aber nach auflen diese Spezifikation ein. Nehmen wir an,
es gebe k Bits fiir den Exponenten, ein Vorzeichenbit und m Bits fiir die
Mantisse. In Java gilt bei

"http://de.wikipedia.org/wiki/IEEE_754
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e float: k =8, m = 23,1 Vorzeichenbit, 32 bits insgesamt

e double: & = 11, m = 52,1 Vorzeichenbit, 64 bits insgesamt.
Mit dem Satz BI7 hat man also die relative Genauigkeit

e float: 2172 =272 =2.38.1077

e double: 21752 = 2751 =444 .10716,

Man kann also etwa 6 bzw. 15 sichere Dezimalstellen erwarten, wenn man
beliebige Zahlen durch Néaherungen in Gleitkommaform ersetzt.

Sehen wir uns die Struktur von Gleitkommazahlen fiir den Spezialfall von
double genauer an. Die Zahlen des einfachen Java-Typs double erfordern
64 Bits, die wir von 0 bis 63 von links nach rechts durchnumerieren. Das
vorderste (nullte) Bit ist das Vorzeichenbit s, dann folgen 11 Exponentenbits,
und schlieflich die 52 Mantissenbits:

s EEEEEEEEEEE bbbbbbbbbb. . .bbbbbbbbbbb
01 11 12 63

Das Zeichenbit ist Null fiir positive Zahlen und Eins fiir negative. Der Ex-
ponent wird in sogenannter excess—1023—Notation gespeichert. Das be-
deutet, dafl der wahre Exponent E sich als £ = e — 1023 4c.ima aus der
11-bit-Binédrzahl e ergibt. Der wahre Exponent Null hat also die Binédrdar-
stellung 01111111111 = 10234¢.ima- Es wird kein Zweierkomplement fiir den
Exponenten verwendet! Die normale Codierung fiir e benutzt Ogesima =
00000000000 und 2047 ge2imar = 11111111111 fiir sehr spezielle Zwecke, die wir
weiter unten beschreiben. Deshalb liegt der normale Bereich fiir den wahren
Exponenten zwischen 1 — 1023 = —1022 und 2046 — 1023 = 1023. Die Man-
tisse wird so verstanden, dafl man die 52 Mantissenbits zu einer Bindrzahl M
zusammenfafit, eine 1 voransetzt und das Ganze mit 2752 multipliziert. Im
Binérsystem mit Bindrpunkt bekommt man dann die Zahl mit der Binédrdar-
stellung 1.M. Insgesamt hat dann die dargestellte Zahl den Wert

(_l)s . 2@—1023 X (1M)

Wer aufgepafit hat, wird bemerken, dal man damit nicht die Null codieren
kann. Man reserviert e = 0 zusammen mit M = 0 fiir die Null, und dann
verbleibt das Zeichenbit. Das fiihrt zu der Kuriositdt, daff +0 und —0 ver-
schieden codiert sind.
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Die Zahlen mit e = 0 und M > 0 spielen auch eine Sonderrolle. Sie werden
als unnormalisiert bezeichnet und als

(—1)% % 271922 5 (0.M)

interpretiert. Sie schlieflen sich an den Standard-Zahlbereich in der Gegend
der Null an.

Aber noch fehlt die Interpretation von Bindrdarstellungen mit e = 2047. Ist
M > 0 fiir so eine Zahl, so ist NaN (not a number) gemeint. Dies ist eine fiktive
nicht existierende Gleitkommazahl, die man als Resultat illegaler Operatio-
nen erzeugt (Division Null durch Null, Logarithmus negativer Zahlen usw.).
Operationen mit NaN ergeben definitionsgemifl wieder NaN, so dafl sich ein
Zwischenergebnis mit NaN auf alle weiteren Rechnungen auswirkt.

Die Spezialféille mit e = 2047, M = 0 und s = 0 bzw. 1 werden als +Infinity
bzw. -Infinity interpretiert. Auch diese Werte sind in der Implementie-
rung mathematischer Funktionen zu beriicksichtigen. Sie entstehen z.B. bei
Division positiver oder negativer Zahlen durch Null, oder bei Uberlauf des
Exponentenbereichs.

Hier ist ein Beispiel:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int main(void)
{
double xnan, xinf;
xinf=10g(0.0);
xnan=log(-1.0);

printf ("xinf = %25.15e\n",xinf) ;
printf ("-xinf = %25.15e\n",-xinf) ;
printf ("xnan = %25.15e\n" ,xnan) ;
printf ("xnan+xinf = %25.15e\n",xnan+xinf) ;
printf ("xinf-xinf = %25.15e\n" ,xinf-xinf);
printf ("xnan+xnan = %25.15e\n",xnan+xnan) ;
printf ("xnan+1.0 = %25.15e\n" ,xnan+1.0);

printf ("exp(+1.0e12)= %25.15e\n",exp(+1.0e12));
printf ("exp(-1.0e12)= %25.15e\n",exp(-1.0e12));
printf("1/(-xinf) = %25.15e\n",1/(-xinf));
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mit der Ausgabe

xinf = -inf
-xinf = inf
xnan = nan
xnan+xinf = nan
xinf-xinf = nan
xnan+xnan = nan
xnan+1.0 = nan
exp(+1.0el12)= inf

exp(-1.0e12)
1/ (-xinf)

0.000000000000000e+00
0.000000000000000e+00

89

Wir haben hier ein kleines Programm zum Ansehen der Binédrdarstellung von

double—Zahlen:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

void printbinint(int ival)

{ /% druckt 32 Bit Binaerdarstellung von ival */
/* BRUTAL programmiert, nicht nachahmen :-) */
int i;
int bit[32];
for (i=0; i<32; i++)

{
if ((ival%2)==0)
{
bit[i]=0; /* falls ival gerade, Einserbit = 0 */
}
else
{
bit[i]=1; /* falls ival ungerade, Einserbit = 1 x/
}
ival=(ival-bit[i])/2; /* Reduktion von ival */

}
for (i=0; i<32; i++)
printf ("%1d",bit[31-i]); /* rueckwaerts ausgeben */
}
int main(void)
{ /* KRIMINELLES Programm, nicht nachahmen :-) %/
double y;
doublex* yadr; /* eine double - Adresse */
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int* iadr; /* eine int - Adresse */
y=0.125;
yadr=&y; /* das holt die Adresse von y */
iadr=(int*) yadr; /* und deutet sie als Startadresse von 32 Bit ints um */
/* bei 64 bits filir double werden wir 2 ints dort rausholen */
printf("y = %25.15e\n",y);
printf ("Binaere Darstellung bei 64 bit:\n");
printbinint(iadr[1]);
printbinint(iadr[0]);
printf("\n");
}

mit der Ausgabe

y = 1.250000000000000e-01
Binaere Darstellung bei 64 bit:
0011111111000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Das miissen wir uns ansehen. Dafl die Rest—Mantisse Null ist, kann niemand
verwundern, weil wir x = 1/8 = 273 gesetzt haben. Es geht also nur um
das (triviale) Zeichenbit und den Exponenten. Der wahre Exponent ist F =
—3 =e— 1023, also e = 10204, = 0111111111004,

Dasselbe nochmal fiir y = 0.1. Die Ausgabe ist

y = 1.000000000000000e-01
Binaere Darstellung bei 64 bit:
0011111110111001100110011001100110011001100110011001100110011010

und in etwas besser lesbarer Schreibweise:
0 01111111011 1001100110011001100110011001100110011001100110011010

In direkter bindrer Schreibweise gilt 011111110114, = 10194, = e = E +
1023, also £ = —44.,. Vor die Mantisse miissen wir noch die obligate 1 setzen,
d.h. sie stellt die bindre Festkommazahl

1.1001100110011001100110011001100110011001100110011010
dar. Aus (BI8) wissen wir schon, daf

0.14c, = 0.000110011001100114;, . .. usw.
gilt, und das ist

0.140, = 27%-1.100110011001 14, . .. usw.

Das Ergebnis ist also erwartungsgeméfl, aber es liegt ein kleiner Rundungs-
fehler vor, den wir durch Vergleich von
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1.1001100110011001100110011001100110011001100110011010
1.100110011001100110011001100110011001100110011001100110011001100. ..

sehen koénnen. Er ist sicher kleiner als eine Einheit der néchsten, nicht darge-
stellten Binérstelle, und somit im Rahmen des Ublichen. Wer das nicht sofort
sieht, sollte die erste Zahl x und die zweite y nennen, und dann nachrechnen,

daB3

y<z<y+2

gilt.
Wenn man das obige Programm geeignet modifiziert, sieht man auch

y = —-inf

Binaere Darstellung bei 64 bit:
1111111111110000000000000000000000000000000000000000000000000000
y = nan

Binaere Darstellung bei 64 bit:
0111111111111000000000000000000000000000000000000000000000000000

was man aber nach IEEE754 nicht anders erwartet.

3.5.7 Rechnen mit Gleitkommazahlen

Bei Gleitkommarechnungen gelten die iiblichen Rechenregeln nicht, weil
1. mit begrenzter Genauigkeit gearbeitet wird,
2. Zwischenergebnisse immer gerundet werden,
3. Ausnahmen wie +Infinity und NaN eintreten konnen.

Aber immerhin kann man erwarten, dafl heutige Gleitkomma—Arithmetiken
so rechnen, dafl ihr Ergebnis der Addition, Subtraktion, Multiplikation oder
Division zweier Gleitkommazahlen so ausfillt, als hdtte man es exakt aus-
gerechnet und es am Ende wieder auf eine Gleitkommazahl gerundet. Wir
sehen uns das einmal genauer an.

Sind = und y beliebige reelle Zahlen, so kénnen wir ohnehin nicht mit « und vy,
sondern bestenfalls mit fl(x) und fI(y) rechnen. Wollen wir eine Operation
o ausfiihren, so wére es immerhin schén, wenn das Ergebnis fI(fi(z)o fl(y))
herauskame. Der Satz B.11 liefert dann

[FI(fl(z) o fl(y)) — fl(z) o flly)| < |fU(x) o flly)b'™™ (3.19)
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d.h. auch das Rechnen mit Gleitkommazahlen liefert schlimmstenfalls relative
Fehler der Groflenordnung b'~™ pro Operation. So eine Bedingung halten
heutige Rechnerarithmetiken ein.

Dabei wurde aber der Fehler beziiglich der exakten Operation fl(x)o fi(y) auf
den gerundeten Zahlen, nicht der Fehler beziiglich des wahren Ergebnisses
x oy abgeschétzt. Der relative Fehler beziiglich x o y kann aber dramatisch
grofler sein. Das wollen wir uns an einem Beispiel klarmachen.

Die wahren Zahlen seien in Dezimalnotation

0.5678964398765
0.5678962101234

X
y

und wir benutzen eine achtstellige Dezimalarithmetik. Also gilt fi(z) =
0.56789643 bzw. fl(y) = 0.56789621. Die Operation o sei die Subtraktion.
Wir bekommen mit unserer Dezimalarithmetik fl(x) — fl(y) = fI(fl(z) —
fl(y)) = 0.00000022 = 0.22 - 1075 weil die Arithmetik bei diesen Zahlen
keinen Fehler macht. Insbesondere ist ([BI9) erfiillt. So weit, so gut. Die
Rechnerarithmetik trifft keine Schuld, es ist ja scheinbar auch gar nichts
passiert.

Aber jetzt vergleichen wir das Ergebnis mit dem wahren Resultat x —y =
0.2297531 - 1075, Der relative Fehler ist
|f1(fl(z) — fl(y)) — (x —y)| _ 10.22-107% —0.2297531 - 10~°|

= 0.0424504
|z — | 0.2297531 - 10

also iiber 4%, obwohl wir mit 8 Dezimalstellen rechnen!

Man sehe sich den Effekt noch einmal genauer an. Wir subtrahieren die fast
gleichgroBen Zahlen z und y bzw. fl(x) und fl(y). Durch die Subtraktion
16schen sich die fiihrenden Mantissenstellen gegenseitig aus. Das Ergebnis ist
0.0000002297531 bzw. 0.00000022, und man kann sehen, dafl das Gleitkom-
maergebnis nur noch zwei brauchbare Stellen hat, wihrend das wahre Ergeb-
nis noch 7 hat. Das Gleitkommaergebnis verhilt sich so, als hédtte man nur
mit zwei statt mit 8 Dezimalstellen gerechnet, und der bei nur zweistelliger
Rechnung zu erwartende schlimmste relative Fehler ist 10'72 = 0.1 = 10%.
Das entspricht genau unserer Beobachtung.

Man kann zeigen, dal die Subtraktion etwa gleichgrofler Zahlen die einzige
“bosartige” Operation dieser Art ist. Das liegt daran, daf§ es bei allen anderen
Operationen nicht eintreten kann, dafl die Mantisse des Resultats fiihrende
Nullen bekommt, bevor das Ergebnis renormalisiert wurde.
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Beim Rechnen mit Gleitkommazahlen ist die Subtraktion fast
gleichgrofler Zahlen zu vermeiden!

Es gilt die Faustregel, dafl der Verlust von j Stellen durch Ausl('jschundy
einem Verlust von j Stellen in der Genauigkeit der Rechnerarithmetik ent-
spricht. In unserem Falle hatten wir 6 der 8 Stellen der Rechnerarithmetik
verloren.

Zum Beispiel ist es ein Kunstfehler, die Funktion

1 1

/(@) ::;_ZE+1

fiir grofe x so zu berechnen, wie sie definiert ist. Die Form

1
f(l‘):m

kann ohne Ausloschung berechnet werden. Aber der Ausloschungseffekt tritt
nicht in dramatischer Form ein, wenn = ~ 0 oder x ~ —1 gilt.

Hier ist ein kleines Beispielprogramm:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int main(void)

{
double y, z, diff, relf, tru;
y =1.123456789012345;
z =1.123456789000000;
tru=0.000000000012345;
diff=y-z;
printf("y = %25.15e\n",y);
printf("z = %25.15e\n",z);
printf("diff = %25.15e\n" ,diff);
printf ("tru = %25.15e\n",tru);
relf=(diff-tru) /tru;
printf ("relf = %25.15e\n" ,relf);
}

mit der Ausgabe

"http://de.wikipedia.org/wiki/Aus1%C3%B6schung_%28numerische_Mathematik¥29
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y = 1.123456789012345e+00
z = 1.123456789000000e+00
diff = 1.234501390001697e-11
tru = 1.234500000000000e-11
relf = 1.125963302164969e-06

3.6 Reelle Zahlen

Wir gehen zuriick auf den Begriff des angeordneten Korpers aus Definition
B und halten fest, dal die rationalen Zahlen ein Standardbeispiel sind. Die
reellen Zahlen sind, wie man aus der Schule “weif”, auf der Zahlengeraden an-
geordnet und fiillen sie “liickenlos”, aber das kann man nicht ganz so einfach
in eine saubere Form bringen. Man kann aulerdem leicht beweisen (miindlich
in der Vorlesung), da8 die wichtige Zahl v/2 (sie ist die Lénge der Diagonale
des Einheitsquadrats) nicht rational ist, und deshalb wird es dringend, die
reellen Zahlen einzufithren. Man konnte die unendlichen Dezimalbriiche her-
anziehen, aber dann miifite man ihre “Konvergenz” untersuchen. Eine andere
Variante wird durch folgende Begriffe vorbereitet:

Definition 3.20 Es sei K eine Menge mit einer Ordnungsrelation <.

1. FEin Element y € K heifit obere Schranke einer Teilmenge M C K,
wenn fir alle x € M die Relation x <y gilt.

2. Hat eine Teilmenge M wvon K eine obere Schranke, so heifft M nach
oben beschrinkt. Ganz analog definiert man die untere Schranke
und die Beschrdnktheit nach unten.

3. Fine Teilmenge M wvon K heifst M beschriankt, wenn sie nach oben
und nach unten beschrinkt ist.

4. FEine obere Schranke y einer Teilmenge M von K heifst Maximum von
M, wenn y in M liegt. Analog definiert man das Minimum.

5. Fine obere Schranke y einer Teilmenge M von K heif$t Supremum
von M, wenn y die kleinstmégliche obere Schranke in K ist. Analog
definiert man das Infimum.

Man mache sich klar, daf3 die obere Schranke einer Menge M nicht zu M
selbst gehoren mufl. Ein Supremum mufl nicht immer existieren. Man sehe
sich die Beispiele aus [H], S. 224/225 an.

An der Menge {z € @ : z? < 2}, die nach oben beschrinkt ist aber
kein Maximum und in € auch kein Supremum hat, wird nun klar, wie man
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die reellen Zahlen definieren kann. Man will unter v/2 genau diese oder eine
aquivalente Menge verstehen. Das fiihrt zu folgender Konstruktion:

1. Man betrachtet alle Teilmengen von @, die eine obere Schranke haben.

2. Zwei solche Teilmengen erkldrt man als dquivalent, wenn sie dieselben
Mengen von oberen Schranken haben. Das ist natiirlich eine Aquiva-
lenzrelation.

3. Die entstehenden Aquivalenzklassen nennt man reelle Zahlen, und
die Menge dieser Zahlen bezeichnet man mit IR.

Die hier verfolgte Konstruktionsmethode ist nicht die einzigeﬂ, aber die an-
deren sind keineswegs einfacher zu verstehen.

Die rationalen Zahlen sind dann als Aquivalenzklassen der einelementigen
Mengen {z} fiir z € @ in den reellen Zahlen enthalten. Man hat natiirlich
jetzt die Definition der Rechenoperationen und der Anordnungsrelationen
neu durchzufithren. Man bekommt die positiven reellen Zahlen, indem man
sich in der obigen Definition auf Teilmengen aus positiven rationalen Zahlen
beschréinkt. Und auf den positiven reellen Zahlen kann man die Operationen

als
[M]+[N] = {z+y : x€ M, ye N}
M- [N] = [{y : w€M, ye N

fiir Aquivalenzklassen [AM] und [N] zweier nach oben beschrinkter Teilmen-
gen M und N von rationalen Zahlen definieren. Das erweitert man sinn-
gemaf auf alle reellen Zahlen, und man bekommt wieder alle Gesetze eines
kommutativen Korpers mit einer durch einen Positivitdtsbereich definierten
Anordnung. Die rationalen Zahlen sind darin enthalten. Und man kann dann
zeigen, daf3 gilt

Hre@Q : 22 <2} - {reQ : 2* <2} =[{2}]

Die Definition der reellen Zahlen ist so gemacht, dafl man die “Liickenlosig-
keit” dieser “Zahlen” genau formulieren und beweisen kann:

Theorem 3.21 Jede nach oben bzw. unten beschrankte Menge reeller Zahlen
hat ein Supremum bzw. Infimum. (Vollstandigkeit der reellen Zahlen).

"http://de.wikipedia.org/wiki/Reelle_Zahlen
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Man kann dann unter anderem beweisen, dafl man beliebige m—te Wurzeln
positiver Zahlen z ziehen kann:

Vz=[{zeq : 2™ <z}
und was 7 sein soll, ist etwa durch
7' :=[{r € Q : Kreis mit Radius 7 hat Fliche < 1}]

anzudeuten, aber an dieser Stelle noch nicht exakt nachvollziehbar, weil die
Begriffe “Kreis” und “Flédche” noch klarungsbediirftig sind.

Man kann beweisen, dafl die reellen Zahlen IR in einem gewissen Sinne den
“einzigen” vollstdndigen angeordneten Korper bilden.

Definition 3.22 Als Teilmengen der reellen Zahlen definiert man Interval-
le wie folgt:

la,b] == {z€lR : a<z<b}
(a,b] == {r€lR : a<xz<b}
[a,b) == {zx€IR : a<z<b} (3.23)
(a,b) == {x€lR : a<z<b}

fiir alle a,b € IR. Solche Intervalle nennen wir beschrankt. Sinngemdfs kann
man auch IR = (—00,00) oder (—oo,b) C (—o0,b] sowie (a,00) C [a,00) als
unbeschrankte Intervalle definieren, wobei oo das Symbol fir “Unendlich” ist.

An dieser Stelle wollen wir Ungleichungen mit reellen Zahlen iiben.

Das geometrische Mittel /x -y zweier positiver Zahlen ist der Flacheninhalt
des “mittleren” Quadrats, das dieselbe Fliache hat wie das Rechteck mit Sei-
tenldngen x und y. Das arithmetische Mittel von z und y ist der Mittelwert

x—;ry, der “mitten zwischen” z und y auf der Zahlengeraden liegt.

Theorem 3.24 (Arithmetisch—geometrisches Mittell )
Es seien x und y positive reelle Zahlen. Dann gilt

min(x,y) < /z-y < %ﬂ < max(z,y),

d.h. das geometrische Mittel \/x -y ist nicht gréfier als das arithmeti-
sche Mittel xTer

"http://de.wikipedia.org/wiki/Arithmetisch-geometrisches_Mittel
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Wir beweisen erst einmal fiir alle reellen Zahlen

Die Aussage ist symmetrisch gegen Vertauschung von z und y. Also kénnen
wir x < y annehmen und es ist dann zu zeigen

xnger<y.

Weil wir < y haben, folgt auch z/2 < y/2. Addieren wir z/2 zu dieser
Ungleichung, so folgt x < IT“/ Ganz analog beweist man die rechte Unglei-
chung.

Der Beweis fiir /7 -y < “¥ vereinfacht sich, wenn wir z = o und y = b°

2
setzen und
2a-b < a®+b?

beweisen. Das ist einfach:
2a-b=a’+ b — (a—b)? < a®+ V7,
weil (a — )% > 0 gilt.

Jetzt brauchen wir nur noch

min(z,y) < \/x -y

zu beweisen, und wieder konnen wir aus Symmetriegriinden < y annehmen.
Wir zielen dann auf

TSy Sy
Aus x < y und folgt wegen der Monotonie der Wurzelfunktion auch /z <

V¥, und durch Multiplikation mit \/x bzw. ,/y ergibt sich die Behauptung.
O
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4 Lineare Algebra

[l Wir haben jetzt die Zahlen hinter uns (nur noch die komplexen Zahlen
stehen aus) und wollen mit den Zahlen etwas anfangen. Wir bilden erst einmal
Paare oder Tripel von Zahlen. Das fiihrt uns spéter auf Geometrieﬁ, denn es
diirfte aus der Schule bekannt sein, dafl das cartesische Produkt IR x IR = IR?
eine “Ebene” bildet, in der man z.B. Punkte, Geraden und Kreise definieren
kann. Die Ebene hat zwei Dimensionen, und es liegt nahe, zu vermuten, dafl
das n—fache cartesische Produkt IR™ ein Gebilde ist, das n Dimensionen hat.
Allerdings ist zu klaren, was “Dimension” bedeuten soll.

Aber das ist noch nicht alles. Der IR" kann zum Begriff des Vektorraums
verallgemeinert werden, und damit kann man z.B. auch Rdume behandeln,
in denen jeder “Punkt” eine Funktion ist, wie sin(x) oder x'". GroBe Teile
des wissenschaftlichen Rechnens auf Hochleistungscomputern spielen sich in
Vektorraumen von Funktionen ab, und deshalb miissen wir etwas weiter
ausholen und diirfen nicht im IR? steckenbleiben.

In diesem Kapitel wird erst einmal alles weggelassen, was eine Abstandsmes-
sung erfordert. Wir holen das spéter nach. Auch ohne Abstandsmessung kann
man definieren, was Punkte, Geraden und Ebenen sind, und was unter “Di-
mension” zu verstehen ist. In diesem Sinne treiben wir jetzt schon Geometrie,
aber im engeren Sinne des Wortes erfordert Geometrie einen Abstandsbegriff
(Geometrie = Wissenschaft vom Messen der Erde).

4.1 Vektorraume

4.1.1 Grundbegriffe

Wir steuern also zuerst auf den Begriff des “Raumes’H mit einer “Dimen-
sion”ll zu. Tn der Mathematik gibt es, wie die angegebenen Links zeigen,
viele verschiedene hochinteressante Begriffe von “Raum” und “Dimension”,
aber wir machen uns hier das Leben etwas leichter und beschrinken uns
auf Vektorriume und deren Dimension. Zuerst betrachten wir die cartesi-
schen Produkte IR". Im Falle n = 2 hat man die aus der Schule bekann-
te Veranschaulichung des zweidimensionalen Raumes durch zwei Koordi-
natenachsen. Die beiden Achsen werden beschrieben durch die Punktmen-
gen {(z1,0) : z € IR} und {(0,25) : xo € IR}. Ein beliebiges Paar

"http://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Algebra
%http://de.wikipedia.org/wiki/Geometrie
3http://de.wikipedia.org/wiki/Raum_%28Mathematik¥%29
4http://de.wikipedia.org/wiki/Dimension_%28Mathematik%29
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(71,22) € IR* kann auf die Paare (x1,0) und (0,23) auf den Achsen pro-
jiziert werden. Man erinnere sich hier an die Projektionen in relationalen
Datenbanken.

Ein Paar (z1,7) € IR? kann man als Punkt eines Raumes ansehen, aber
man kann die gerichtete Strecke vom Nullpunkt (0,0) hin zu (x;, z3) auch
als Vektordl auffassen. In der Geometried wird zwischen Punktriumen und
Vektorrdaumen sorgfiltig unterschieden. Hier konnen wir den Begriff “gerich-
tete Strecke” noch nicht definieren, und wir benutzen den allgemein {iblichen
Zugang iiber den abstrakten Vektorbegriff, ohne diesen geometrisch zu inter-
pretieren.

Im allgemeinen kann man die n—Tupel z := (z1,...,2,) € IR" als Punkte
oder Vektoren eines “Raumes” ansehen. Durch Multiplikation mit einer wei-
teren reellen Zahl o (einem Skalarfl im Gegensatz zu z, wir nehmen dafiir
griechische Buchstaben «, 3,7, ...) kann man den neuen Vektor

a-x:=(a-T1,...,q-T,) (4.1)
bilden. Ferner definiert man die komponentenweise Addition

THY = (xla--'axn)+(y17---7yn) = ($1+y17'--7xn+yn) (42)
fir alle  := (z1,...,2,), ¥ := (y1,...,Yyn) € IR™.

Man mache sich im IR? klar, was die Vektoraddition und die Skalarmultipli-
kation geometrisch bedeuten (miindlich in der Vorlesung).

Das Ganze klappt auch fiir eine beliebigen Skalarenkorper IK, der IR ersetzt.
Insbesondere kann man an IK = €' oder IK = @) denken, aber in der Theorie
der linearen Codes braucht man Vektorrdume von Polynomen iiber etwas
exotischeren endlichen Korpern.

Definition 4.3 Fine nichtleere Menge V  heifst Vektorraumll diber einem
Korper IK, wenn gilt:

1. Es gibt eine Addition V xV — V : (u,v) — u + v, unter der
V' eine abelsche Gruppe (siehe Definition [Z3) ist, d.h. die Addition

"http://de.wikipedia.org/wiki/Vektor
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Geometrie
3http://de.wikipedia.org/wiki/Skalar_%28Mathematik%28
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Vektorraum
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ist assoziativ und kommutativ, es gibt ein neutrales Element 0 und zu
jedem Element v € V' ein eindeutiges Inverses —v € V. Im Detail:

(u+v)+w = u+(w+w) firaleuv,weV
u+v = v+u fir alle u,v € V

und es gibt einen speziellen Vektor 0 € V' mit
u+0 = u firaleuweV

und zu jedem v € V' gibt es ein (eindeutig bestimmtes) Element —v € V

mat
v+ (—v) = 0.

2. FEs gibt eine Skalarmultiplikation als bilineare Abbildung IK XV —
V o (a,v) — a-v, dh.

a+p)v = a-v+p-v
a-(u+v) = a-uta-v

fir alle o, B € K und u,v € V.

3. Es gilt ferner
(@-f)-v = a-(6-v)
1-v =

fur alle o, 3 € K undv € V.

Ist U CV eine Teilmenge eines Vektorraums V idiber einem Kérper IK, und
gelten alle Vektorraumaziome auch fiir U, so heifst U ein Untervektorraum
oder Unterraum von V.

Oben ist die 1 natiirlich die Eins im Korper IK. Vektorrdume haben in der
Regel keine Multiplikation, und deshalb auch keine “Eins”, die neutrales
Element einer Multiplikation wére. Anders ist das mit der Null. Es gibt eine
im Koérper und eine im Vektorraum V', und es gilt z.B.

0-v=0fir allev e V.

Hier ist links die Null in /K gemeint, und rechts steht die in V. Es hat sich
eingebiirgert, die beiden Nullen nicht mit verschiedenen Bezeichnungen zu
versehen, weil es in der Regel keine Probleme gibt.

Zum Beweis der obigen Gleichung schliefit man wie folgt:

O-v=(01+(-1))-v=1-v4+(-1)-v=v—v=0.
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Wir sollten uns die wichtigsten Vektorrdume etwas genauer ansehen. Als
Standardbeispiele kommen IK™ bzw. IR" oder " mit komponentenweiser
Addition (EZ) und der Skalarmultiplikation ([EJl) in Frage. Es wird sich
herausstellen, dafl n in solchen Féllen die “Dimension” des Raumes angibt.
In der Bezeichnungsweise werden wir die Vektoren der Rdume der Form
IK™ als x = (x1, ..., x,) schreiben, wihrend wir fiir allgemeine Vektorraume
lieber u, v, ... verwenden. Man mache sich klar, daf fiir solche Vektoren keine
indizierten “Koordinaten” oder “Komponenten” wie v; existieren.

Jeder Vektorraum hat zwei triviale Untervektorrdume: sich selbst und den
Nullraum, der nur aus der Null besteht. Und wenn man irgendeinen festen
Vektor v € V' \ {0} hernimmt, ist

span ({v}) ={a-v : a€ K}
ein Untervektorraum, der nicht der Nullraum ist.
Frage: Warum? Wie sieht so ein Raum “geometrisch” aus?
Aufgabe: Wie sehen die Unterrdume der Vektorrdume IR, IR? und IR? aus?.

Es gibt noch viel mehr Moglichkeiten, Vektorrdume zu erzeugen:

Theorem 4.4 FEs sei M eine Menge und IK ein kommutativer Kérper. Dann
ist die Menge IKM der Abbildungen von M in IK ein Vektorraum idiber IK
mit den Verkniipfungen

f+g = x— f(x)+g(x) firalexe M
a-f = z—a- f(x) firadleze M

fiir alle o € IK und alle f,g : M — IK.

Mit M = {1,2,...,n} stimmen IK™ und IK" iiberein. Man mache sich
klar, dafl eine Funktion f : {1,2,...,n} — IK als n-Tupel von Werten
(f(1),..., f(n)) € IK™ geschrieben werden kann. Fiir unendliche Mengen wie
M = IN bekommt man noch interessantere, ndmlich unendlichdimensionale
Riume heraus, zum Beispiel den Raum IRY aller reellen Zahlenfolgen oder
den Raum IRT aller reellwertigen Funktionen auf IR.

Beispiel: Polynomeﬂ als linearer Unterraum von IRF,
Man definiere sich in IRF die abstrakten “Vektoren”

up : x— ¥ fiir alle z € IR fiir alle k > 0.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Polynom
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Jeder “Vektor” ist also eine Funktion. Man kann die Skalarmultiplikation
und die Vektoraddition durchfiihren, und

3-ug—b5-uy : x+— 3z — 52 fir alle z € IR

ist z.B. wieder eine Funktion. Ebenso fiir 2 - sin(z) — 7 - €*. Die Funktionen
uy, bezeichnet man auch als Monome und schreibt sie etwas lax als

& .z b ke IN.

In der obigen Zeile steht links das Symbol z* fiir eine komplette Funktion
aus IR®, wihrend rechts eine reelle Zahl z* steht. Ein allgemeines Polynom
vom Grad n mit reellen Koeffizienten ist dann eine Abbildung

p T Zakxk (4.5)
k=0
mit ag, ..., q, € IR und «, # 0.

4.2 Komplexe Zahlen

Auf IR? oder IR? oder anderen Obermengen von IR kénnte man versuchen,
eine Addition und eine Multiplikation so einzufiihren, dafl man wieder einen
Korper erhilt. Das funktioniert nur mit Abstrichen an den Eigenschaften an-
geordeneter und vollstandiger kommutativer Korper, denn die reellen Zahlen
bilden in gewissem Sinne den einzigen Korper mit diesen Eigenschaften.

Auf IR? hat man die Vektorraumaddition, die alle Gesetze einer abelschen
Gruppe erfiillt und obendrein die geometrische Vektoraddition realisiert.

Man kann aber auch eine Multiplikation so einfiithren, dafl man zwar die
Anordnung verliert, aber die Losbarkeit der Gleichung 2? = —1 bekommt.
Auf @ oder IR hat ndmlich die Anordnung der Zahlen zur Folge, dafl man
die Gleichung 22 = —1 nicht 16sen kann, denn fiir jedes x # 0 gilt 22 >
0 > —1. Die Menge {x € @ : 2? < —1} ist leer, und deshalb bringt der
Konstruktionstrick der reellen Zahlen nichts.

Wenn man aber auf die Anordnung verzichtet und Paare reeller Zahlen bildet,
kann man neben der Vektoraddition auf IR? die Multiplikation

(x,y) - (u,v) = (x-u—y-v,x-v+u-y) (4.6)

fiir alle Paare (z,y), (u,v) € IR x IR bilden und nachrechnen, dafl man einen
kommutativen Kérper €' bekommt, der IR als {(x,0) : z € IR} enthilt.
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Man nennt ihn den Kérper der komplexen Zahlenl]. Das Paar i := (0,1)
hat dann die schone Eigenschaft

> =(0,1)-(0,1) = (—1,0)
und jedes beliebige Paar (z,y) € € hat die Darstellung

(xvy) = '(170)'+'y '(Ovl)
= x+1y.

Die erste Zeile ist im Sinne der Vektorraumeigenschaften von IR? klar, und die
zweite ist eine klammerfreie Kurzschreibweise, die sich sehr bewéhrt hat, die
aber nichts als eine Abkiirzung fiir die Vektorschreibweise ist. Man behandelt
i einfach wie eine Variable mit der Eigenschaft i> = —1 und rechnet formal
wie mit Polynomen, also z.B. 2i - (4 — 3i) = 8 — 6i* = 8 + 6 = 6 + 8i. Die
Gleichung (6] hat dann die Form

(@) - (u,0) = (z+1y) - (ut )
= z-u+i?-y-vti(z-vtu-y)
= z-u—y-v+i(z-v+u-y)
= (- u—y-v,x-v+u-y)

fiir alle x,y,u,v € IR oder alle x + iy, u + v € C.
Mit dieser Multiplikation und der komponentenweisen Addition

(@, 9) + (w,0) = (z+iy) + (u+w)
r4+u+i(y+v)
= (z+uy+v)

werden die komplexen Zahlen zu einem kommutativen Korper, der die
reellen Zahlen enthélt.

Man darf nicht glauben, die komplexen Zahlen seien eine verriickte Idee der
Mathematiker, die in der Praxis unbrauchbar sei. Informatik—Anfanger auf
technischen Hochschulen miissen durch die Grundlagen der Elektrotechnik,
und dort sind komplexe Zahlen nicht wegzudenken, z.B. wenn man den
Wechselstrom behandelt B. Und das setzt sich fort, wenn man Digitale
Signalverarbeitun£ betreibt, aber das konnen wir erst ganz am Ende
dieser Vorlesung etwas besser erkléaren.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Zahl
%http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Wechselstromrechnung
3http://de.wikipedia.org/wiki/Digitale_Signalverarbeitung
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Im Vorgriftf auf die trigonometrischen Funktionen, und weil das beim Wech-
selstrom, in der Nachrichtentechnik und bei der digitalen Signalverarbeitung
unumgénglich ist, erkldren wir hier noch kurz die Polarkoordinaten des
IR?, die sich vorziiglich eignen, mit komplexen Zahlen zu rechnen. Im IR?
kann man jedes Paar (x,y) als r - (cos ¢, sin ¢) schreiben, und zwar mit dem
Nullpunktsabstand (“Radius”) r = \/2? + y? und dem Winkel ¢, der zwi-
schen der z—Achse und dem durch den Nullpunkt und (z,y) definierten Vek-
tor besteht. (Zeichnung in der Vorlesung).

Die auf Euledl zuriickgehende Formel
e"? = cos(p) + isin(yp) fiir alle p € IR

ist hier noch nicht direkt versténdlich, aber macht das Rechnen mit Wechsel-
spannungen und allgemeinen Signalen technisch sehr einfach. Wir kommen
darauf zuriick, wenn wir die Exponentialfunktion und die Winkelfunktionen
behandeln.

Die Abbildung zwischen (z,y) und (r, ) mit x = r cos ¢ und y = rsin ¢ ist
nicht ganz unproblematisch. Auflerhalb des Nullpunkts kann die Abbildung
nur dann injektiv werden, wenn man ¢ auf eine Periode einschréankt, z.B. auf
[0,27) oder [—m, 7). Und im Nullpunkt wird die Abbildung ohnehin nicht
eindeutig, weil der Winkel irrelevant ist. Die Abbildung ist in der Richtung

(r, ) — (rcosp,rsinp) (4.7)

rechentechnisch einfach, die Umkehrung ist schwieriger. Man kann ¢ aus
(x,y) durch die Gleichung

tan o = Y oder arctan <g> = (4.8)
x x

berechnen, was aber in der Praxis wegen des eventuell verschwindenden Nen-
ners und der Mehrdeutigkeit der Tangensfunktion problematisch ist. Deshalb
halten die meisten Programmiersprachen fiir diese Umrechnung eine spezielle
Losung parat. In MATLAB etwa gibt es das Funktionspaar

[z,y] = pol2cart(yp,r)
[o,r] = cart2pol(z,y).

In anderen Sprachen gibt es in Gleitkommaarithmetik die Funktion ¢ =
atan2(y,z) fir den “harten” Teil (X) der Umrechnung. Diese Funktion
arbeitet sauber auf dem ganzen IR%.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Euler.html
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Bei komplexen Zahlen z := x+iy bekommt man das Quadrat r? = 22412 des
Radius durch Multiplikation von 2z := x+1y mit der konjugiert komplexen
Zahl Z := x — 4y als

(x+iy) (v —iy) =2 +y* +i-0.

Man schreibt dann auch |z| := /22 + 42 = vz Z oder |z|> = 2 - Z und
nennt |z| den Absolutbetrag von z. Der Winkel ¢ in der Polarkoordina-
tendarstellung von (z,y) wird auch das Argument arg(z) der komplexen
Zahl z = x + iy genannt. Fiir die Konjugationsabbildung z — Z gelten
die Regeln

Zl:l:ZQ = Z_liliZ_Q

212 = A%

1=z — ZlelR
i = —i

fiir alle 21, 29 € €. Und jetzt kann man sofort nachrechnen, daf3 die multipli-
kative Inverse zu z := x + iy # 0 sich als

—1 — 12 r—1y
y4 = 1 Z = Z/|Z —
2 =3/lef = Sk
berechnen l&8t, denn es folgt
z Z2-Z
= —=1.
22 J2)?
Fiir den Absolutbetrag gelten die Regeln
21> = 2171
21+ 22| = |z - |22
|71 |21

|21+ 22| < |z1] + |22

fir alle z1,29 € €. Wir werden die Dreiecksungleichung |z; + 25| <
|21] + | 22| spéter allgemeiner beweisen. Die anderen Identitéiten sind einfach
Zu zeigen.

Es ist ein krasser Fehler, komplexe Zahlen in Ungleichungen
zu verwenden. Weder < noch < sind definiert. Es gibt nur den
reellen Absolutbetrag |z| zur Angabe der “Grofie” der Zahl.

Mit der Polarkoordinatendarstellung kann man die Multiplikation komplexer
Zahlen

(r,y) = z+iy = (rcosy,rsing) = rcosy+irsing

(u,v) = u+iv = (scost,ssiny) = scost +issiny



4 LINEARE ALGEBRA 106

geometrisch interpretieren, wenn man in

(z,y) - (u,v) = (rcose+irsing)- (scosy +issiny)
= rs(cospcosy — sinpsini) + irs(sin ¢ cos Y + cos p sin )
= rscos(p + ) + irssin(p + )

die Additionstheoreme anwendet. Die Multiplikation zweier komplexer Zah-
len multipliziert die Absolutbetrage und addiert die Winkel.

Mit den komplexen Zahlen kann man nicht nur die Gleichung 2% +1 = 0
16sen, sondern jede polynomiale Gleichung

n
E akzk =0
k=0

vom Grad n > 1 mit reellen Koeffizienten «y, . .., o, € IR und «,, # 0. Dieses
wichtige Ergebnis nennt man den Fundamentalsatz der Algebra. Es wird
im normalen Curriculum in der Vorlesung “Funktionentheorie” bewiesen, die
Eigenschaften von Funktionen f : €' — €' untersucht.

Ein wichtiger Spezialfall von algebraischen Gleichungen ist die Kreistei-
lungsgleichung, bei der man zu festem n € IN alle z € €' sucht mit

2" =1.

Ihre n Losungen heiflen die n-ten Einheitswurzeln und sie teilen den
Einheitskreis, d.h. den Kreis um 0 in €' mit Radius 1, in genau n gleiche
Teile.

Aufgabe: Fiir n = 4 bekommt man die Einheitswurzeln £1, 4i. Was kommt
fir n = 5 oder fiir n = 17 in Polarkoordinaten heraus? Diese speziellen
Einheitswurzeln kann man mit Zirkel und Lineal konstruieren, aber das
iiberlassen wir lieber Gausdl.

Im folgenden kommen auch die komplexen Zahlen als mogliche Grundkorper
bei Vektorrdumen in Frage. Die Skalare sind dann also komplexe Zahlen, man
hat dabei aber auf die Anordnung dieser Skalare zu verzichten.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Gauss.html
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4.2.1 Linear—, Affin— und Konvexkombinationen

Nach diesem Exkurs wollen wir uns erst einmal einige besonders einfache
Unterrdume von Vektorrdumen ansehen. In diesem Abschnitt sind bis auf
weiteres alle Vektorrdume iiber IR genommen. Wir werden etwas spater auch
allgemeine Grundkorper IK zulassen.

Der “kleinste” Unterraum jedes Vektorraums ist {0}, er besteht nur aus
dem neutralen Element der additiven Gruppe, das bei Vektorrdumen auch
Nullpunkt oder Ursprung genannt wird. Nimmt man einen vom Nullpunkt
verschiedenen Vektor v aus einem Vektorraum V iiber IR her, so ist

IR-v:={a-v : a € IR}

ein Unterraum von V', der geometrisch gesehen eine Gerade bildet, die v und
den Nullpunkt enthélt. Ferner ist die Strecke zwischen dem Nullpunkt und

v die Menge
(0,0 :={a-v+(1—-a)-0: ac|0,1]}

und allgemeiner ist
[u,v] ={a-u+(1—a)-v :€]0,1]

die Verbindungsstrecke zwischen zwei als Punkte aufgefaliten Elementen u
und v eines Vektorraums iiber IR. Verldngert man die Verbindungsstrecke
iiber die Endpunkte hinaus, so bekommt man mit

{a-u+(1—a)-v: a€lR}
= {v+a-(u—v) : a€lR}

= v+ IR-(u—v)
= {ut+a-(v—u): a€lR}
= u+R-(v—u)

die komplette Gerade durch die Punkte v und v.

Diese geometrischen Sachverhalte werden in der Vorlesung an der Tafel am
Beispiel des IR? und des IR? illustriert.

Wir verallgemeinern diese einfachen geometrischen Beobachtungen:

Definition 4.9 FEs seien vy, ...,v,, Elemente eines Vektorraums V tiber ei-
nem Skalarenkorper IK, und es sei a:= (aq, ..., Q) ein m—Tupel aus IK™
fir ein m € IN \ {0}.
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1. Das Element

j=1
von V heifit dann Linearkombination von vy, ..., v, mit dem Ko-
effizientenvektor o := (ay, ..., ap,) € IK™.
2. Gilt zusdtzlich die Bedingung
2 =1
j=1

so spricht man von einer Affinkombination.
3. Gelten zusdtzlich noch die Bedingungen IK = IR und
a; € [0,1] fir alle j, 1 < j <m,
so spricht man von einer Konvexkombination.

Im Beispiel oben ist die Strecke [u,v] zwischen u und v genau die Menge
aller Konvexkombinationen aus u und v. Die Menge aller Affinkombinationen
erzeugt nicht nur die Strecke, sondern die komplette Gerade durch « und v.

Beispiel: Polynome als linearer Unterraum von IRE.
Die Polynome iiber IR sind die Elemente des Unterraums von IR¥, der aus
allen Linearkombinationen der Monome

¥ .z 2F fiir alle x € IR fiir alle k > 0

gebildet wird. Sie bilden also einen Vektorraum, den wir mit IP bezeichnen
wollen.

Definition 4.10 Es sei V' ein Vektorraum iiber IK und es sei U eine Teil-
menge von V.

1. Wenn U zu zu beliebigen endlichen Teilmengen {uq,...,uy,} von U
auch alle Linearkombinationen von uq, . .., u,, mit beliebigen Koeffizi-
enten aus IK enthdlt, ist U ein linearer Unterraum oder Untervek-
torraum von V. Das stimmt mit der bisherigen Definition von Unter-
vektorrdaumen tiberein.

2. Wenn U zu zu beliebigen endlichen Teilmengen {uy,...,un} von U
auch alle Affinkombinationen von uq, ..., u,, mit beliebigen Koeffizi-
enten aus IK enthdlt, ist U ein affiner Unterraum von V.
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3. Wenn U wm Falle IK = IR zu beliebigen endlichen Teilmengen
{u1,...,un} von U auch alle Konvexkombinationen von uy, ..., Uy,
mit beliebigen Koeffizienten aus IR enthdlt, ist U eine konvexe Teil-
menge von V.

Man kann leicht zeigen, dafl es fiir die obige Definition auch gereicht hétte,
sich auf m = 2 zu beschrianken. Ferner sind lineare Unterrdume immer auch
affine Unterrdume, und affine Unterrdume sind immer auch konvexe Mengen.

Die geometrische Interpretation von konvexen Mengen besagt:

Eine Teilmenge M eines Vektorraums V iiber IR ist genau dann konvex,
wenn sie zu je zwei beliebigen Punkten u, v € M auch die Verbindungs-
strecke [u, v] enthilt.

Man mache sich das an Beispielen klar (Gerade, Strecke, Dreieck, Kreisschei-
be, Ellipse, Kugel).

Fiir eine spatere Anwendung brauchen wir noch

Theorem 4.11 FEine Teilmenge von IR ist genau dann konvex, senn sie ein
Intervall ist.

Beweis Die Definition von beschrankten Intervallen findet sich in (B:23)) auf
Seite @8, und etwas spéiter werden die unbeschrinkten Intervalle definiert.
Klar ist, dal jedes Intervall konvex ist. Zu einer konvexen Teilmenge K von
IR kann man das Intervall

I := (inf
Gk sepo)
bilden, und es folgt I C K wegen der Konvexitét. Falls die “Endpunkte” von
I endlich sind und zu K gehoren, kann man an den entsprechenden Stellen
die runden Klammern in der obigen Definition durch eckige ersetzen, und
damit folgt insgesamt die Behauptung. a

Theorem 4.12 FEs sei V' ein Vektorraum dber einem Skalarenkérper IK .
Dann gilt:

1. Der mengentheoretische Durchschnitt von linearen Unterrdumen ist der
Nullraum {0} oder ein linearer Unterraum.

2. Der mengentheoretische Durchschnitt von affinen Unterrdumen ist leer
oder ein affiner Unterraum.
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3. Der mengentheoretische Durchschnitt von konvexen Teilmengen ist leer
oder eine konvere Teilmenge. Hierzu muf§ IK = IR vorausgesetzt wer-
den, damit Konvezitdt einen Sinn macht.

Definition 4.13 FEs sei V' ein Vektorraum idiber IR und es sei U eine nicht-
leere Teilmenge von V. Die lineare bzw. affine bzw. konvexre Hiille von U
st der Durchschnitt aller linearen bzw. affinen Unterrdume bzw. konveren
Teilmengen von V', die U enthalten. Im linearen und affinen Fall kann man
allgemeine Grundkorper IK nehmen.

Jetzt sei eine endliche Teilmenge U = {uy, ..., u,} von V fest vorgegeben.
Dann gilt:
1. Die Menge aller Linearkombinationerd] von Uy, ..., U, bildet einen

linearen Unterraum von V', den man als

span {uq, ..., Uy}

und als den von uq,...,u,, aufgespannten Untervektorraum bezeich-
net. Er ist die lineare Hiilldl von {ug, ..., un}.

2. Die Menge aller Affinkombinationen von uy,. .., u,, bildet einen affi-
nen Unterrraum von V. Er ist die affine Hille von {uy, ..., uy}.

3. Die Menge aller Konvexkombinationen von uq, . .., u,, bildet den von
ui, ..., u,, aufgespannten konveren Simplex in V. Er ist die kon-
vexe Hiilldl von {u, ..., un}.

Aufgabe: Man nehme im IR? die drei Punkte u; = (0,0),us = (1,0) und
ug = (0,1). Dann bestimme man die lineare, affine und konvexe Hiille von
{ug, ..., uy} fir m=1,2,3.

Aufgabe: Man nehme im IR? die drei Punkte u; = (0,0),us = (1,1) und
uz = (2,2). Dann bestimme man die lineare, affine und konvexe Hiille von
{uy, ..., up} fiir m=1,2,3.

Aufgabe: Man zeichne sich im IR? ein paar Punkte ein und bilde deren kon-
vexe Hiille. Warum kann man das Ergebnis die “Gummibandkonstruktion”
nennen? Welche Punkte sind iiberfliissig?

"http://de.wikipedia.org/wiki/Linearkombination
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Definition 4.14 Sind U und V' Vektorrdiume tber demselben Skalarenkorper
IK, so ist U x V wieder ein Vektorraum tber IK. Addition und Skalarmulti-
plikation sind auf naheliegende Weise definiert.

Es mag Informatiker wundern, warum dies alles in solcher Allgemeinheit ent-
wickelt wird. Der Hintergrund ist (unter anderem), dafl moderne Graphikkar-
ten auf Polygonelﬂ arbeiten. Das sind von m Punkten uy,...,u,, des IR3
aufgespannte Simplices (Mehrzahl von Simplex), die in je einer Ebene liegen,
und Ebenen sind zweidimensionale affine Unterrdume des IR3. Der einfachste
Fall liegt fiir m = 3 vor, und man bekommt Dreiecke im dreidimensionalen
Raum, wenn die drei gegebenen Punkte nicht auf einer Geraden liegen. Drei-
ecke und Strecken sind die konvexen Hiillen ihrer Ecken bzw. Endpunkte.

Im Computer—Aided Desiglﬂ und in der Computergraphikﬁ baut man
ganze virtuelle Welten aus mathematischen Objekten auf, die man mit Affin-
transformationen im Raum verschieben und skalieren kann. Mit projektiven
Abbildungen bildet man sie auf Bildebenen ab, um sie graphisch darzustellen
(rendering). Affine bzw. projektive Transformationen gehoren in die affine
bzw. projektive Geometrie. Aber so weit sind wir noch lange nicht, es bleibt
noch viel zu tun.

Aufgabe: Warum ist eine Linearkombination von Vektoren uq, ..., u, immer
auch eine Affinkombination von 0, uq, ..., u,?

4.2.2 Darstellungen geometrischer Objekte

Wenn man im Raum gewisse mathematische Objekte (Geraden, Kreise, Ebe-
nen, Kugeln, Kegel, Kurven, und mathematisierte Tische, Stiihle, Wande,
Gegenstinde...) darstellen will, hat man mehrere Moglichkeiten. Man fafit in
allen Féllen aber den Raum geometrisch als Raum von Punkten auf und defi-
niert die Objekte als Punktmengen. Die in der Mathematik iiblich gewordene
Sichtweise von Rdumen als Vektorrdume mit einer Sonderrolle des Nullpunkts
ist fiir die geometrische Anschauung eher schédlich, denn die Nullpunktslage
ist ziemlich irrelevant bei praktischen Fragestellungen. Man arbeitet eher in
einem Punktraum mit affiner Geometrie.

Aber man kann die Punktmengen verschieden darstellen:

1. implizit als Punkte, die irgendwelchen Bedingungen geniigen,

"http://de.wikipedia.org/wiki/Polygon
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2. explizit als Bildpunkte von Abbildungen.

Das kann man z.B. am Beispiel einer Geraden im IR? einfach veranschauli-
chen:

1. bei impliziter Schreibweise:
{(SL’l,l’g)ElRQ : ()41'.1’1+()42'SL’2+CY3'1:0}
wobei aq und «; nicht beide Null sind,

2. bei expliziter Schreibweise als Bild der Abbiildung f : IR — IR? mit
f(t) == u+t(v — u) wobei u und v im IR* zwei verschiedene Punkte
sind:

fUR) = {u+t(v—u) € IR* : t € IR}.

Ein weiteres typisches Beispiel ist der Einheitskreis im IR? als

E = {(x1,79) : 22+ 23 =1}
= f([0,27)) mit f(t) := (cos(t),sin(t))

in impliziter und expliziter Schreibweise. Die implizite Form definiert das
Objekt als “geometrischer Ort” mit einer Bedingung, die normalerweise
Gleichungs— oder Ungleichungsform hat, wihrend die explizite Form eine
konkrete Rechenvorschrift angibt, mit der man Punkte des Objekts angeben
kann. Die implizite Form erlaubt einen schnellen Test, ob ein beliebiger Punkt
zum Objekt gehort, kann aber nicht ohne weiteres alle Punkte des Objekts
konstruktiv produzieren.

Beide Formen haben also ihre Vor—und Nachteile. Beim Ray—Tracinéﬂ hat
man Schnitte von Sehstrahlen mit Objekten zu berechnen, und dann sind
implizite Darstellungen besser. Beim Computer—Aided Desiglﬂ hat man
konkrete Objekte zu produzieren, und deshalb verwendet man explizite Dar-
stellungen. Beim Modellieren dreidimensionaler massiver Korper gibt es beide
Varianten:

1. beim boundary—representation—modelling stellt man einen Korper
durch explizite Darstellung seiner Begrenzungsflichen dar, wéhrend
man

"http://de.wikipedia.org/wiki/Raytracing
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2. bei impliziten Darstellungen von Koérpern (durch Bedingungen) die
Berechnung von Schnitten und Vereinigungen leicht durch Boolesche
Funktionen auf den Bedingungen realisieren kann. Beispiel: eine Boh-
rung durch einen Koérper ist durch mengentheoretische Differenz zwi-
schen dem Korper £ und dem zylindrischen Bohrkern b darstellbar.
Man nimmt die Punkte, die in & und nicht in b liegen und modelliert
das mit einer passenden Booleschen Funktion.

Die Transformation von impliziten zu expliziten Darstellungen und umge-
kehrt ist ziemlich schwierig, wie man schon am Beispiel des Kreises sehen
kann.

Fiir das Folgende sollte festgehalten werden, dafl geometrische Objekte stets
Punktmengen in Vektorrdumen sind, wobei der Vektoraspekt der Punkte
als Vektoren zwischen Punkt und Nullpunkt im allgemeinen irrelevant ist.
Computer kénnen nur mit einigem Aufwand rein geometrisch arbeiten (d.h.
mit den Begriffen “Punkt liegt auf Gerade, Gerade schneidet Kugel” usw.).
Man verwendet Funktionen oder (Un—)Gleichungsbedingungen und benutzt
Vektorrdaume vom Typ IR", wobei man jede Komponente durch Gleitkom-
mazahlen darstellt, d.h. man arbeitet in (double)”.

4.3 Lineare, affine und konvexe Abbildungen
4.3.1 Linear— und andere Kombinationen

In der Computergraphik und beim Computer—Aided Design mufi man geome-
trische Objekte verschieben, verkleinern, drehen und auf Bildebenen abbilden
konnen. Das leisten Abbildungen zwischen Vektorrdumen:

Definition 4.15 Es seien U und V' Vektorrdume iiber einem gemeinsamen
Skalarenkorper IK und es sei T : U — V eine Abbildung von U nach V.

1. T st eine lineare Abbildunéﬂ, wenn fir beliebige Linearkombinationen

qilt
T (Z (IjUj) = Z O[jT (Uj) c V.
=1 j=1

N————
evu

2. T st eine affine Abbildun&, wenn die obige Gleichung fiir beliebige
Affinkombinationen gilt.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Abbildung
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3. Ist V' angeordnet unter <, und gilt IK = IR, so ist T eine konvexe
Abbildung, wenn fiir beliebige Konvexkombinationen gilt

T <Z OéjUj) S ZOij (Uj) eV
=1 j=1

N————
evu

4. FEine lineare Abbildung mit Werten in IK heifst lineares Funktional.

Lineare Abbildungen sind immer affin, und affine Abbildungen mit Werten
in einem geordneten Vektorraum V sind immer konvex. Erwartungsgemafl
gilt

Theorem 4.16 Unter einer linearen bzw. affinen Abbildung ist das Bild ei-
nes linearen bzw. affinen Unterraums wieder ein linearer oder affiner Unter-
raum.

Sehen wir uns kurz die besonders einfachen “konstanten” Abbildungen
T(u) := v fur alle u € U mit festem v € V an. Wenn so eine Abbildung
linear sein soll, mufl 7(0) = 0 gelten, d.h. die Nullabbildung ist die einzi-
ge konstante lineare Abbildung. Aber man sieht sofort, dal jede konstante
Abbildung affin ist, weil man

n

T (Zaju]) =v=1-v= (Z%) 'U:Z(%“U) :ZQJT(uj)

j=1
— —
€U =1

fiir jede Affinkombination hat.

Die Identitit Idy als Abbildung U — U ist immer linear und affin. Wenn
man eine Punktmenge P C U im Raum um einen festen Vektor v € U
verschieben will, wendet man die Abbildung v +— u 4+ v an. Das ist als
Summe der Identitdt mit einer konstanten Abbildung interpretierbar. Und
wenn man, vom Nullpunkt her gesehen, eine Punktmenge P C U auf das
Doppelte “aufblasen” will, wird man die Abbildung v +— 2-u verwenden, und
das kann man als eine neue Abbildung 2- Idy sehen. Man sieht also, dafi man
Abbildungen addieren und mit Skalaren multiplizieren kann. Allgemeiner:

Theorem 4.17 Sind U und V' Vektorrdaume tber einem gemeinsamen Ska-
larenkorper IK, so bilden die linearen und die affinen Abbildungen von U
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in V jeweils einen Vektorraum Lin(U, V') bzw. Af f(U,V) dber IK mit den

Operationen

(S+T)(u) = Su)+T(u) fir alleuweU
(- T)u) = a-T(u) fir allew e U

fiir beliebige Abbildungen S, T und Skalare o € IK .

Das ist sehr einfach zu beweisen, und deshalb lassen wir den Beweis weg.

Lineare und affine Abbildungen unterscheiden sich nur um die konstanten
Abbildungen. Das kann man zur Definition affiner Abbildungenﬂ machen,
aber die Definition EETH ist besser, weil sie iiber Invarianz affiner Beziehungen
erfolgt und nicht iiber eine Schreibweise oder eine Formel.

Theorem 4.18 1. Ist S eine lineare Abbildung von U nach V und ist
v € V beliebig, so ist die Abbildung T : u— S(u)+ v affin.

2. Ist T eine affine Abbildung von U nach V', so ist die Abbildung S
u— T(u) —T(0) linear.

Der erste Teil ist klar, weil S und alle konstanten Abbildungen affin sind,
damit auch die Summe.

Zum Beweis des zweiten Teils nehmen wir eine beliebige Linearkombination

n
U= Zajuj ceU
j=1

von Vektoren uq,...,u, € U her und schlieBen auf

S(w) = T(w) = 7(0)
— T(; ajuj> —1(0)
_ T<§":ajuj+ <1 -znjaj> -o) -7(0)
- JilajT(uj) + (1 - jila]) 7(0) = T(0)
_ ]Zn;aj (T(u;) — T(0))

= ZajS(uj).

"http://de.wikipedia.org/wiki/Affine_Abbildung
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O

Spéter werden wir uns noch fiir spezielle Abbildungen, z.B. Drehungen und
Spiegelungen interessieren, aber das erfordert zusétzliche Annahmen.

Aufgabe: Es sei IP der Untervektorraum von IR, der aus allen Polynomen
besteht. Dann ist die Differentiation

/

p=p
eine lineare Abbildung. Warum?

Aufgabe: Warum ist
1
p / p(t)dt € IR
0
auf IP ein lineares Funktional?

Diese beiden Beispiele aus der Schulmathematik zeigen, dafl es auch aufler-
halb geometrischer Konstruktionen sinnvolle lineare Abbildungen gibt.

Definition 4.19 Sind U und V' lineare Unterrdume eines Vektorraums W,
S0 15t

U+V={u+v :uelUveV}CW

ein linearer Unterraum von W. Die Vektorraumsumme U + V st eine di-
rekte Summe, wenn U NV = {0} gilt.

Diese Definition enthielt illegalerweise eine Behauptung, aber diese ist leicht
zu beweisen, indem man den Vektorraum U x V' hernimmt (siche Definition
ECTA auf Seite [T]) und darauf die lineare Abbildung (u,v) — u+ v definiert.
Das Bild ist nach Theorem ETA ein linearer Unterraum, und zwar gleich
U + V. Wir fiigen noch zwei einleuchtende und einfach beweisbare Fakten
an:

Theorem 4.20 Sind S : U — V undT : V — W lineare bzw. affine
Abbildungen zwischen Vektorrdumen tber demselben Grundkorper IK, so ist
auch T oS : U — W eine lineare bzw. affine Abbildung.

Theorem 4.21 Ist S : U — V eine bijektive lineare bzw. affine Abbildung
zwischen Vektorrdumen tiber demselben Grundkérper IK , so ist auch S~! eine
lineare bzw. affine Abbildung.
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Man nehme eine beliebige Linearkombination von Vektoren v; aus dem
Bildraum und schreibe diese Vektoren als Bilder v; = S(u;) mit Vektoren
u; aus dem Urbildraum. Es folgt

Za] Ji| = 51<Zaj5(uj)>

= 5_15 <i OéjUj)
j=1

= j{:‘ljuj

= ZO‘J vj)

O

Definition 4.22 Man bezeichnet eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdum-
en auch als Vektorraumhomomorphismus. Ist die Abbildung bijektiv, so
st sie ein Vektorraumisomorphismus. Zwe: Vektorrdume heiffen iso-
morph, wenn zwischen thnen ein Vektorraumisomorphismus definiert ist.

Natiirlich ist Isomorphie eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Vek-
torrdume iiber gleichem Grundkorper IK. Wir schreiben die Isomorphie
zwischen Vektorrdumen U und V' als binédre Relation U ~ V.

In der Mathematik verwendet man den Begriff Homomorphismus oder
Morphismus allgemein fiir Abbildungen mit strukturerhaltenden Eigen-
schaften. Hier geht es um die Vektorraumstruktur, und deshalb spricht
man von Vektorraumhomomorphismen. Die “Morphismen” -Sprechweise hat
sich in der theorieorientierten Mathematik durchgesetzt, in den technisch—
naturwissenschaftlichen Anwendungen bisher nicht. Informatiker wissen viel-
leicht, was “morphz’ngﬁl” in der Bildverarbeitung ist, und wundern sich des-
halb nicht.

4.3.2 Dualraum

Der wichtigste Fall von Vektorrdumen linearer Abbildungen ergibt sich in

"http://de.wikipedia.org/wiki/Morphing


http://de.wikipedia.org/wiki/Morphing

4 LINEARE ALGEBRA 118

Definition 4.23 Ist U ein Vektorraum tber einem Grundkéorper IK, so wird
Lin(U, IK) als (algebraischer) Dualraumll von U bezeichnet. Er besteht aus
den linearen Funktionalen auf U mit Werten in IK. Er wird in der Mathe-
matik oft als U oder U* bezeichnet, und ist vom spdter zu definierenden
topologischen Dualraum zu unterscheiden.

Im Raum IRF ist fiir jedes feste x € IR die Abbildung
6, ¢ [ f(x) fiir alle f € IR

eine lineare Abbildung mit Werten in IR. Dieses Auswertungsfunktional
wird von Physikern auch als Deltafunktion bezeichnet, ist aber keine Funk-
tion, sondern ein Funktional. Natiirlich kann man &, auch auf M* bei all-
gemeinem Grundkorper IK und fiir alle  aus einer allgemeinen Menge M
definieren.

Auf dem Polynomraum IP gibt es Funktionale wie
p— p(z) fiir alle p € IP (4.24)

fiir jedes feste x, wobei p’ die Ableitung von p ist. Oder man bildet

1
P / p(t)dt fir alle p € IP
0

als lineares Funktional. Differentiation in einem Punkt und Integration iiber
ein festes Intervall sind lineare Funktionale auf dem Polynomraum, die von
eminenter praktischer Bedeutung sind.

Aber das ist noch nicht alles. Zu jeder Gleichung der Form

a1r] +asxs + ... ftax, = ¢ (4.25)
fiir n reelle Unbekannte z1, ..., z, kann man die lineare Abbildung
(T1,. .., &y) = a1 + Ao + ... + apTy (4.26)

definieren, und sie ist ein lineares Funktional auf dem IR". Die Gleichungen
entsprechen also linearen Funktionalen.

Das kann auch in sehr viel allgemeinerem Rahmen auftreten, ndmlich dann,
wenn man ein Element u aus einem abstrakten Vektorraum U sucht, so dafl

"http://de.wikipedia.org/wiki/Dualraum
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n Bedingungen

Al(u) =
)\Q(U/) = C2
An(u) = ¢,
mit festen linearen Funktionalen aus Lin(U, IK) und Skalaren ¢y, ..., ¢, € IK

erfiillt sind. Viele Probleme des Wissenschaftlichen Rechnens sind von dieser
Form, sogar mit unendlich vielen Funktionalen.

Definition 4.27 Ist S : U — V eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen tiber einem gemeinsamen Grundkérper IK, so ist

SV = U, (ST (u) = v (S(w)) fiir alle w € U
die duale Abbildung zu S.

Das klingt etwas gewaltsam, ist aber im obigen Beispiel schon zur Anwendung
gekommen. Die Differentiation

D : IP— IP, p+—p fiir alle p € IP
ist eine lineare Abbildung, und das Funktional aus ({24 ist dann

(DN)(3:))(p) = 6:(D(p)) = p'(x).

Die duale Abbildung S : U — V tritt auch auf, wenn man ohne Verluste
eine in U mit einem festen Funktional A € U* geltende Gleichung A(u) = ¢
so transformieren will, da man eine dquivalente Gleichung fiir v := S(u)
bekommt. Man muf ein Funktional x4 € V* finden mit A = S%(u) und

bekommt mit
Au) = S4u)(u)
= pu(S(u)
= p(v)

die Aquivalenz der Gleichungen A(u) = ¢ und p(v) = c fiir v = S(u). Kurz:
Transformiert man die Unbekannten mit S, so mufl man die Gleichungen mit
S? transformieren.

Die duale Abbildung zu S kann leicht mit der Adjungierten verwechselt wer-
den, die oft als S" oder S* geschrieben wird. Wir brauchen diese Bezeichnun-
gen anderweitig und schreiben deshalb S¢.

Als kleine Aufwédrmaufgabe formulieren wir
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Theorem 4.28 Ist S : U — V eine bijektive lineare Abbildung zwischen
zwei Vektorrdumen tiber demselben Skalarenkdrper IK, so gilt

(S—l)d — (Sd)—l
Beweis: Man mache sich zuerst klar, dal man
(S™H%0 5% = Idy-

beweisen sollte. (Frage: Warum?)
Nimmt man dann ein beliebiges Funktional A € VV* und ein beliebiges v € V|

so folgt
(((S™H)T o SH)(N)(v) = (( HASN)) (v)
= SYN(S7Hv))
A(S(5™ (v))
M(S o5 1)(o
= A(v)
und das ist die Behauptung. a

)
(v))

4.4 Matrizen

In diesem Abschnitt geht es darum, lineare Abbildungen computergerecht
zurechtzuschneiden. In der Praxis betreibt man ndmlich fast die gesamte
lineare Algebra durch Manipulationen an so%nannten Matrizen. Es gibt
dafiir sogar eine spezielle Sprache MATLAB H die wir uns noch ansehen
werden. Aber erst einmal miissen wir auf die Matrixdarstellung linearer
Abbildungen hinarbeiten.

4.4.1 Erzeugendensysteme

Im Vektorraum IK™ haben alle n—Tupel die Form = = (&, ..., &,) mit Skala-
ren & € IK, aber so eine schone und einfache Darstellung gibt es in allgemei-
nen Vektorrdumen nicht. Aus Griinden, die erst spéter klar werden, schreibt
man die Vektoren des IK" als Spaltenvektoren

&1
&2
L= .
&n

"http://de.wikipedia.org/wiki/MATLAR
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und definiert die Einheitsvektoren e; fiir 1 < j < n so, dafl sie an der
j—ten Stelle eine Eins und sonst Nullen haben:

1 0 0
0 1 0
0 0 0
€1 = : €g = . R S .
0 0 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0

= 0 0 0
=Y &= | | t& | [+t |
7= 0 0 0
0 0 1

schreiben. Man sieht, dafl jeder Vektor eine Linearkombination der Einheits-
vektoren ist, und die skalaren Koeffizienten sind eindeutig bestimmt.

Definition 4.29 Es sei V' ein Vektorraum dber IK .

1. FEine Teilmenge M von 'V heifit Erzeugendensystem von V', wenn je-
der Vektor x € V eine Linearkombination aus endlich vielen Elementen
von M ist.

2. Ein mengentheoretisch minimales Erzeugendensystem heifst Basis.

Man kann sich im IK™ klarmachen, dafl es sehr viele Erzeugendensysteme
gibt, z.B. die Einheitsvektoren, aber alle Basen haben nur n Elemente, wie
sich noch zeigen wird. Etwas schneller werden wir sehen, dafl die Einheits-
vektoren eine Basis bilden, und wenn man dann weitere Vektoren hinzufiigt,
bekommt man Erzeugendensysteme.

Aufgabe: Man mache sich klar, dafi im IR? auch die Vektoren (1,1) und
(1,—1) ein Erzeugendensystem bilden. Dazu verfertige man eine Zeichnung
und sehe sich das neue Koordinatensystem an, in dem diese Vektoren die
Rolle der Einheitsvektoren spielen.

Eine alternative Definition von Erzeugendensystemen ergibt sich aus

Theorem 4.30 FEine Teilmenge M eines Vektorraums V' ist genau dann
Erzeugendensystem von V', wenn V' die lineare Hiille von M ist.
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Beweis: Sei M ein Erzeugendensystem von V. Wir wollen zeigen, dafl V' die
lineare Hiille von M ist. Sei U ein Untervektorraum von V', der M enthélt.
Wir sind fertig, wenn V' in U liegt bzw. V' = U gilt. Ein beliebiges Element
v € V ist aber darstellbar duch eine Linearkombination von Vektoren aus
M, weil M ein Erzeugendensystem von V ist, und liegt in U, weil U ein
Untervektorraum ist, der M enthélt. Also ist V' gleich U.

Sei nun V die lineare Hiille von M. Wir wollen zeigen, dal M ein Erzeugen-
densystem von V ist. Es sei U der Unterraum von V', der aus allen endlichen
Linearkombinationen von Vektoren aus M besteht. Dieser Unterraum liegt
in V und enthilt M, also liegt die lineare Hiille von M in diesem Unterraum,
dh.esfolgt VCUCVund U =V. O

Beispiel: Nach Definition des Polynom—Vektorraums IP bilden die abzédhlbar
vielen Monome
xF o reaf ke IN

ein Erzeugendensystem des Polynomraums.

4.4.2 Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Wir untersuchen nun, wie sich lineare oder affine Abbildungen S : U — V
zwischen Vektorrdumen U und V' mit einem gemeinsamen Skalarenkorper IK
schreiben lassen, wenn U und V' Erzeugendensysteme {u1, ..., u,} C U bzw.
{v1,..., U} C V haben. Weil die affinen Abbildungen sich nur um konstante
Vektoren von den linearen Abbildungen unterscheiden, beschréinken wir uns
auf lineare Abbildungen.

Unter den obigen Voraussetzungen bildet die lineare Abbildung S : U — V
die Vektoren uy € U in Vektoren S(uy) € V ab, die sich im Erzeugenden-
system {vy,...,v,} C V darstellen lassen miissen. Es gibt dann zu jedem
k, 1 <k <n jeweils m Koeffizienten aqy, ..., Qpi in IK mit

S(ug) = Zajkvj, 1<k<n.

j=1
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Die Abbildung wirkt dann auf beliebige Vektoren u € U so:
Wenn v = kauk, so gilt
kil
S(w) = Y &S(u)
kil m
= Z &k Z QjEU;
k=1 j=1

m

S (kz ajkgk> o

j=1

(4.31)

Man kann nun von den Erzeugendensystemen und von S absehen und ganz
allgemein die Abbildung Mg : IK"™ — IK™ mit

(&1, ) (Z A1k s Y amk§k> €K™ (4.32)
k=1 k=1

betrachten. Sie bildet den IK™ in den IK™ ab, und sie beschreibt, wie die
Wirkung der allgemeinen linearen Abbildung S : U — V sich in den Er-
zeugendensystemen von U und V' ausdriicken 148t. Man mache sich klar, das
S und Mg verschiedene Abbildungen sind, obwohl sie natiirlich ganz eng
zusammenhéngen. Man kann Mg eine Darstellung von S durch die Erzeu-
gendensysteme von U und V nennen, und diese Darstellung hingt von .S und
den beiden Erzeugendensystemen ab. Klar ist auch, daBl man in Computern
mit einer allgemeinen linearen Abbildung S nicht gut arbeiten kann, wohl
aber mit der obigen Darstellung, wie wir gleich sehen werden.

Man fafit die Koeffizienten «;;, in ein rechteckiges Schema (Matrixﬂ, Mehr-
zahl: Matrizen) zusammen und “multipliziert” diese Matrix mit dem als Spal-
tenvektor geschriebenen Vektor der Koeffizienten &;. Das sieht dann so aus:

a1 Q2 ... O1p &1 2221 ok

n
Qo1 Qg ... (Oogp 3 Zkzl o (4 33)
(6791 A2 cee Qmn En 2221 O[mkgk

Die horizonalen Eintrdge von je n Elementen der Matrix heiflen Zeilen, die
vertikalen aus m Elementen heiflen Spalten. Das Ganze wird dann eine

"http://de.wikipedia.org/wiki/Matrix_(Mathematik)
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m x n—Matrix genannt, und man benutzt die Kurzschreibweise

MS = (Oé]k) 1§]§m c JKmxn
1<k<n
r = (fk)gkgn € IK"

Mg-z = (Z ajk§k> e IK™.
k=1 1<j<m

Ublicherweise wird der Zeilenindex zuerst genannt, dann der Spaltenin-
dex (hier j bzw. k). Wir identifizieren hier die Notation fiir die Abbildung
Mg mit der Notation fiir die Matrix. Das ist erlaubt, wenn man lineare Abbil-
dungen wie Mg von IK™ nach IK™ hat. Dann sind die Erzeugendensysteme
in Bild— und Urbildraum durch die Einheitsvektoren fest gegeben, und die
Rechenvorschrift ist immer von der Form (E32).

An dieser Stelle wird klar, dafi man verbindlich festlegen muf}; ob Elemente
des IK™ als Spalten— oder Zeilenvektoren geschrieben werden. Obwohl wir
bei allgemeinen n—fachen cartesischen Produkten von Mengen die Notation
der n—Tupel eingefiihrt haben, was den Zeilenvektoren entspricht, wollen wir
ab jetzt die Elemente der Vektorrdume IR" oder € oder IK"™ immer als
Spaltenvektoren verstehen. Wir identifizieren also IK™*! mit IK™.

Fassen wir zusammen:

Theorem 4.34 Zu jeder linearen Abbildung S : U — V zwischen Vek-
torrdumen tber demselben Grundkérper IK gibt es eine Darstellung durch
eine Matriz, wenn U und V' endliche Erzeugendensysteme haben. Wdhlt man
Erzeugendensysteme

Uy .oy fir U

V1, U flir V),

so kann die Wirkung von S durch [E31]) beschrieben und berechnet werden,
wobei die Matriz—Vektor—Multiplikation [E33)) anzuwenden ist.

Zwischen Riaumen der Form IK™ kann man das schirfer fassen:

Theorem 4.35 Zu jeder linearen Abbildung S : IK™ — IK™ gibt es genau
eine m X n—Matrix Mg in IK™*™, die S im obigen Sinne darstellt, wenn man
die Einheitsvektoren als Erzeugendensysteme wdhlt. Die Aktion von S auf
Vektoren aus IK™ wird durch die Matriz—Vektor-Multiplikation

S(x) = Mg x
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beschrieben, wober 1tm Urbild— und Bildraum die Darstellung von Vektoren
durch die Einheitsvektoren unterstellt wird.

Bei linearen Abbildungen zwischen beliebigen Vektorrdumen ist die Ma-
trixdarstellung nicht eindeutig, denn sie hingt entscheidend von der Wahl
der Erzeugendensysteme ab.

Oft werden Matrizen und lineare Abbildungen verwechselt. Erstens sind li-
neare Abbildungen sehr viel allgemeiner definiert. Zweitens liefern Matrizen
nur spezielle Darstellungsformen fiir die Wirkung gewisser linearer Abbil-
dungen, wenn man endliche Erzeugendensysteme wéahlen kann, und deshalb
kann ein und dieselbe lineare Abbildung viele verschiedene Matrixdarstel-
lungen haben. Umgekehrt: hat man eine m x n Matrix iiber IK, so hat man
auch eine lineare Abbildung IK™ — IK™, wenn man die Einheitsvektoren als
Erzeugende nimmt.

4.4.3 Operationen auf Matrizen

Wir wissen aus Theorem EE35 dafl m x n—Matrizen alle linearen Abbildungen
IK™ — IK™ liefern, wenn man sich darauf festlegt, die Einheitsvektoren als
Erzeugende zu nehmen. Insbesondere ist klar, dafl eine Matrix A € IK™*"
iiber das Matrix—Vektor-Produkt durch

x+— A -z fir alle z € IR" (4.36)

eine lineare Abbildung von IR"™ nach IR™ definiert. Die letztere hat A als
Darstellung im Erzeugendensystem der Einheitsvektoren.

Aus Theorem EET7 folgt aber auch, dal dann die m x n—Matrizen mit Koeffizi-
enten in IK einen Vektorraum iiber IK bilden. Die Addition zweier Matrizen
A = (ajx) und B = (i) erfolgt komponentenweise:

A+ B = (ajk + Bjr),
und die Skalarmultiplikation ebenfalls:
B-A:= (8.

Das ist nichts Neues, denn diese Operationen entsprechen gerade denen im
Vektorraum Lin(IK™, IK™) iiber IK.

Die neuartige Matrix—Vektor—Multiplikation in ({33) ist aber etwas
Anderes. Man macht man sie sich am besten so klar, dafl man sich in ([E33)
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nur jeweils eine Zeile ansieht. In der j—ten Zeile hat man

&1
é» n

(a1, ajo, ... ap) - 52 = ; ik (4.37)
€n

= -Gt op-Ht.otapn-é,

auszufithren. Man erkennt, dafl man diese “Multiplikation” fiir beliebige
Vektoren des IK™ definieren kann, aber sie fiihrt nicht in den Vektorraum IK™,
sondern in den Skalarenkorper IK. Man nennt sie das (reelle) Skalarprodukt
und definiert es als .

Z u;vj

j=1

fir alle Vektoren u,v € IR" mit Komponenten u;,v; € IR, 1 < j < n. Wir
sehen uns das Skalarprodukt spéter genauer an, insbesondere weil es in der
euklidischen Geometrie des IR"™ eine zentrale Rolle spielt.

Wir betrachten nun eine weitere Abbildung 77 : V — W mit Werten
in einem Vektorraum W mir Erzeugendensystem {ws,...,w,}. Auch diese
Abbildung hat eine Matrizendarstellung My mit einer p X m—Matrix My =

(Be;), wobei

p
T(v;) = Zﬁzjwz, I1<j<m
=1

gilt. Wir wollen nun die Matrizendarstellung Mp.s von T o S ausrechnen.
Deshalb berechnen wir

(To S)(ur) = T(S(ur))
= T(Zajk’l}j>
= Z%’kT(%‘)
= ) ay (Zﬁ@‘wz>
=1 =1

p

= > <]§m‘; ﬁgjajk> wy

(=1 j=

=Ytk
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und bekommen eine neue p x m-Matrix Mr.s = (y) als das Matrizen-
produkt

Mryos =: My - Mg, (’Vék) = (ﬁ[j) : (Oéjk)

mit den Rechenregeln

Yoo = > Bk, 1<0<p 1<k<n. (4.38)
j=1
Theorem 4.39 Werden zwei lineare Abbildungen S : U — V, T

V. — W bei geeignet gewdihiten FErzeugendensystemen in U, V, W durch
Matrizen Mg und My dargestellt, so wird T o S durch das Matrizenprodukt
Mrpos =: My - Mg dargestellt. O

Die Formel (38) ist von zentraler Bedeutung, weil das Matrizenprodukt
unerwartet oft in mathematischen Rechnungen auftritt.

Wir kénnen jetzt den Hintergrund der linearen Abbildungen vergessen und
uns ganz auf die durch ([E38) beschriebene Multiplikation einer p x m—Matrix
(Br;) mit einer m x n-Matrix (o) zu einer p x n-Matrix () konzentrieren.
Die Spaltenzahl m des“linken” Faktors mufl immer gleich der Zeilenzahl des
“rechten” Faktors sein, und bei der Ausfithrung der Multiplikation wird eine
Summe iiber m Produkte berechnet. In Kurzform:

(pxm) - (mxn) — (pxn)

(Bej) - (o) = (o)

= (Z ﬁw%v&)

Man berechnet das Element 7, der Ergebnismatrix so, dal man ein Ska-
larprodukt der /~ten Zeile des “linken” Faktors mit der k-ten Spalte des
“rechten” Faktors berechnet. Man sieht hier auch wieder die Bedeutung des
Skalarprodukts, und man erkennt das Skalarprodukt (EE37) selbst als Ma-
trixmultiplikation einer 1 x n—Matrix mit einer n x 1-Matrix. Das Ergebnis
ist eine 1 x 1-Matrix, und diese Matrizen identifizieren wir mit den Skalaren,
aus denen sie bestehen.

Durch die Transposition macht man aus einem Zeilenvektor einen Spalten-
vektor und umgekehrt. Allgemeiner ist die Transponierte A” einer m x n—
Matrix A mit Elementen aj; die n x m-Matrix mit Elementen ay; fiir
1 <j<m, 1<k <n. Die Transposition ist eine einstellige Operation, die
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wir mit dem hoch— und nachgestellten T bezeichnen (Postfixnotation). Man
vertauscht Zeilen— und Spaltenindex. Die Diagonale der Matrix, ndmlich
die Schrégreihe der Elemente a;; mit gleichen Indizes, bleibt dabei erhalten.
Wir fassen das Wichtigste iiber Matrizen hier zusammen, obwohl einige der
Begriffe erst spéter verstédndlich werden:

Definition 4.40 1. FEine m x n-Matrix A tber einem Skalarenkorper
IK st ein rechteckiges Schema von Skalaren o, € IK, 1 < j<m, 1 <
k <n der Form

11 12 Ce A1p

21 929 e Aoy,
A=

Am1 Qm2 ... Qipp

mit dem Zeilenindex j mit Werten zwischen 1 und m sowie dem
Spaltenindex k mit Werten zwischen 1 und n.

2. Als Kurzschreibweise fiir diesen Sachverhalt dient A = (o) € IK™ ™.

3. Vektoren aus dem IK™ schreiben wir als Matrizen aus IK™ ', d.h. als
Spaltenvektoren.

4. Die Transponierte von A ist AT = (ay;) € IK™™.

5. A heifit symmetrisch, wenn A = AT gilt.
Das erzwingt m = n, d.h. die Matriz muf§ quadratisch sein.

6. Fir Matrizen A = (aj;) € C™™ ist -
A= (a;) € O™ und A* := (ag;) € O™ = AT = (A)T,

7. A heifit hermitesch, wenn A = A* := AT gilt.
Auch das erzwingt m = n, d.h. die Matrix muf$ quadratisch sein.

8. Die Einheitsmatrix [, = (§;;) € IK™*" ist die n x n-Matriz, deren
Elemente durch das Kroneckersymbol

] falls j =k .
5]’*“'_{0 fallsj;ék}em’lgjgn

gegeben sind. Im Sinne von Theorem [{.3] stellt diese Matriz die Iden-
titdtsabbildung auf IK™ dar.
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9. Das Matrixprodukt einer m x n-Matrix A = (a;;) mit einer n X p-
Matrix B = (by) ist die m x p-Matrix C = (¢jy) = A- B mit

ngzzajkbkg, 1§j§m, 1§£§p
k=1

10. Eine Matriz A = (o)) € IK™™ stellt iber das Matriz- Vektor Produkt
aine lineare Abbildung IK" — IK™ mit

x— A-x fir alle x € IK"

dar.

11. FEine Matriz A € IK™" heifit invertierbar oder nichtsingular, wenn
es eine Matriz A=t € IK™™ gibt mit A- A~' = I,. Die Matriz A~}
heif$t dann Inverse von A.

12. A € IR™" heifst orthogonal, wenn A - AT = AT . A = I,, gilt.
18. A € C™™ heifit unitéar, wenn A - A* = A*- A =1, gilt.

Theorem 4.41 Ist S : IK"™ — IK" eine bijektive lineare Abbildung, die
durch die n xn—Matriz Mg dargestellt wird, so ist die Matrix Mg invertierbar
und stellt die Abbildung S~ dar. In beiden Fillen ist die Matrizdarstellung
beztiglich der Finheitsvektoren gemeint.

Zum Beweis bemerken wir zuerst, dal Mg-1 € IK™*" als eine die Abbildung
S~ darstellende Matrix existieren muB, denn S™! ist eine lineare (und auch
bijektive) Abbildung IK™ — IK"™. Zu zeigen ist Mg-1 - Mg = I,,. Aber weil
wir wissen, dafl Idg» = S~ 0 S gilt, und weil man sehr einfach einsieht, daf
die Identitédtsabbildung Idg» durch die Einheitsmatrix I,, dargestellt wird,
folgt aus Theorem und Theorem E30, dafl

Migyen = I = Mg-1 - Mg
gilt. Mit demselben Argument sieht man auch, dal I,, = Mg - Mg-1 gilt. O

Theorem 4.42 1. Das Matrizenprodukt ist assoziativ, aber nicht kom-
mutativ.

2. Die Matrizen aus IK™*" bilden einen Vektorraum tiber IK unter kom-
ponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.
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3. Die invertierbaren Matrizen aus IK™*™ bilden die allgemeine lineare
Gruppe GL(n, IK) dber IK unter der Matrizmultiplikation. Dabei gilt
A-A7L =AY A = I, obwohl die Multiplikation im allgemeinen nicht
kommutativ ist. Ferner hat man die in Gruppen geltenden allgemeinen
Regeln, aber die Matrizmultiplikation ist nicht kommutativ. Die Ma-
trizen in GL(n, IK) stellen genau die bijektiven linearen Abbildungen
IK" — IK™ dar, wenn man die Einheitsvektoren als Erzeugende wdhlt.

4. Es gelten die Rechenregeln

(AT)T = A
(4) = A
(A7) = A
(A-B)T = BT.AT
(A-B)* = B* A
(A-B)-C = A-(B-C)
A-(B+C) = A-B+A-C
(A+B)-C = A-C+B-C

a-(B-C) = (a-B)-C)=B-(a-0)
soweit die Matrizenprodukte tiberhaupt definiert sind.

5. Das Skalarprodukt (u,v) von Vektoren u,v € IK™ lGfit sich als Matri-
zenprodukt

schreiben.

6. Ist I, die n X n—Finheitsmatriz, so gelten fiir alle m X n—Matrizen
A € IK™™ und alle n x p—Matrizen B € IK™*P die Gleichungen

A=A-1,=1,-A und B=1,-B=DB-1,

7. Sind A, B € IK™" invertierbar, so gilt

(Aj)fl M;l)T

@ = A7

(A*)fl — (A*l)*
(A-B)™' = B7l.A™!

8. Ist A € GL(n, K) symmetrisch, so auch A~'. Die symmetrischen Ma-
trizen aus GL(n, K) bilden eine Untergruppe, die spezielle lineare
Gruppe SL(n, K).
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9. Ist A € GL(n, IR) orthogonal, so auch A~ = AT. Die orthogonalen
Matrizen aus GL(n,IR) bilden eine Untergruppe von GL(n,IR), die
orthogonale Gruppe O(n).

10. Ist A € GL(n,C) unitir, so auch A~' = A*. Die unitiren Matrizen aus
GL(n,C) bilden eine Untergruppe von GL(n,C'), die unitire Gruppe
U(n).

11. Zu jeder Matrix A € IK™ "™ ist die Matriz A*A € IK™" hermatesch.
Machen wir einen exemplarischen Beweis vor, und zwar fiir die Aussage:
Ist A € GL(n, K) symmetrisch, so auch A~

wobei wir der Einfachheit halber alle anderen obigen Aussagen voraussetzen.
Dann ist es nicht schwer, denn man hat

Afl — (AT>71 — (Afl)T
falls A invertierbar und symmetrisch ist.

Neben den Rechenregeln fiir Matrizen sollten man auch noch auf Fallen
hinweisen:

1. Es wird immer wieder der Fehler gemacht, die Faktoren in einem Ma-
trizenprodukt zu vertauschen, d.h. so zu tun, als wiirde das Kommuta-
tivgesetz gelten. Ein typisches Beispiel ist, die in IR giiltige binomische
Formel

(a+0b)* = a® + 2ab + b

naiv auf Matrizen anzuwenden. Korrekt ist aber nur

(A+B)x(A+B)=AxA+A«B+BxA+Bx*B,

2. Aus Ax B = 0 folgt keineswegs A = 0 oder B = 0, sofern man Matrizen
mit mindestens zwei Zeilen oder Spalten betrachtet. Dazu eine kleine
Aufgabe: Man gebe eine Matrix A € IR?*? an, fiir die A2=A*x A =0
gilt.

3. Aber man kann von Ax B = 0 auf B = 0 schliefen, wenn A invertierbar
ist.

4. Analog kann man aus einer Matrizengleichung der Form
AxB=AxC

nur dann problemlos B = C' folgern, wenn A invertierbar ist. Es reicht
nicht, A # 0 vorauszusetzen.
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Wir wollen noch kléaren, wie wir mit dem Dualraum (K™)* umgehen wollen.
Aber erst einmal iiberlegen wir uns

Lemma 4.43 Hat man fir einen Vektor x € IK™ die Gleichungen
2y =0 fiir alle y € IK",

so folgt x = 0.
Das ist leicht zu beweisen, wenn man y = e;, 1 < j < n setzt. 0.
Wir werden das gleich in der folgenden Form anwenden:
Lemma 4.44 Hat man fiir zwer Vektoren x, z € IK™ die Gleichungen

Ty = 2Ty fir alle y € IK™,
so folgt x = z. O
Frage: Warum folgt das aus dem obigen Lemma?

Aber jetzt ist es Zeit, auf den Dualraum zuzusteuern. Jeder Vektor x € IK"
definiert ein lineares Funktional S, (z) aus (K™)* durch

Sp(x) + y— a2ty = (S.(2))(y) € IK fiir alle y € IK™,
die durch das Skalarprodukt gegeben ist. Damit ist
Sy o IK" — (IK™)*

eine lineare Abbildung. Man kann mit obigem Lemma sehr leicht sehen, dafl
diese Abbildung injektiv ist.

Sie ist aber auch bijektiv, weil wir eine Inverse angeben konnen. Zu jedem
linearen Funktional A € (IK™)* bilden wir den Vektor

Ro(A) == (Ae), ..., Aen))T

und bekommen eine lineare Abbildung von (K™)* in K™. Sie erfiillt die
Gleichung
R.N)T -y = (Mer),...,Aen))y
= My) fur alley € IK"

und deshalb auch

(Sn(Ba(M))(y) = (Ra(N)Ty
= Ay) fir alley € IK", A € (K™)*.

Das bedeutet S,, o R,, = Idgn)- und S,, mufl auch surjektiv, d.h. insgesamt
bijektiv sein, und die Inverse ist R,,. Wir fassen zusammen:
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Theorem 4.45 Die Vektorrdume IK™ und (IK™)* sind isomorph beziiglich
der oben angegebenen Abbildungen

Sy o IK" — (IK")*, R, : (IK")" — IK".O

Deshalb kann man den Dualraum (K™)* so uminterpretieren, dal man Zei-
lenvektoren aus n Komponenten aus K als ein Funktional A auffait und
einfach

Az) := Xz fir alle x € IK"

definiert. Mit anderen Worten: schreibt man die Vektoren aus K™ als Spal-
tenvektoren und die Funktionale aus (K™)* als Zeilenvektoren von je n Kom-
ponenten, so ist die Wirkung eines linearen Funktionals gerade durch das
Matrixprodukt Zeilenvektor - Spaltenvektor, d.h. durch das Skalarprodukt
der beiden Vektoren gegeben. Man sieht also, daf§ das Duale mit der Trans-
position zusammenhéngt, und das gilt auch fiir die linearen Abbildungen:

Theorem 4.46 Stellt eine Matrix A € IK™ "™ eine lineare Abbildung IK" —
IK™ dar, so wird die duale Abbildung durch die Transponierte von A darge-
stellt, und zwar als Abbildung zwischen Zeilenvektoren:

AyTy = (AT fir alle y" € (IK™)*.

Beweis: Es sei eine Matrix A € IK™*" als Abbildung IK™ — IK™ gegeben.
Die duale Abbildung A% : (K™)* — (K™)* erfiillt (A%(\))(z) = M(A(z)) fiir
alle A € (K™)* und alle z € IK". Benutzen wir die Darstellung beliebiger
Funktionale X\ durch Zeilenvektoren y! fiir y € IK™, so folgt

(AYy"))(z) = y(Az))
— yT CA-x
= (ATy)T .z fiir alle z € K™, y € IK™,
und aus Lemma folgt die Behauptung. a

Mit Satz 248 und Satz kann man dann auch sinsehen daf3
(AT)™t = (A™HT fiir alle A € K™
gilt.

Das Rechnen mit Matrizen mufl unbedingt geiibt werden. Mit den oben schon
definierten Einheitsvektoren e; kann man aus einer Matrix A = (ay;) €
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IK™ ™ die k—te Spalte als Vektor A - e, € IK™ und die j—te Zeile als n—
Tupel e]T - A herausziehen. Das Element o, ist nichts anderes als efAek. Die
Einheitsvektoren haben die Skalarprodukte

T f— . f— T. -
ej * € = 0jp = € €.

Einen beliebigen Vektor x € IK™ kann man schreiben als

n n
f— T R — T. .. -
T = E e " x-e = E T ej-e
J=1 J=1

und eine Matrix A = (o)) € IK™*" als

n

A:Z e;fF-A-ek-ej-ef.
j=1 k=1
4.5 Basis und Dimension
4.5.1 Basen und lineare Unabhingigkeit

Sehen wir uns an, was passiert, wenn in einem Erzeugendensystem {vy, ..., vy}
ein Vektor v; iiberfliissig ist. Man kann dann v; durch die tibrigen Vektoren
ausdriicken, d.h. es gilt

N
v; = Z v, oder
k=1
k%]
N

0 = Zakvk mit o; = —1
k=1

Wenn man das j nicht vorher weif}; kann man sagen, dafl die Menge
{v1,...,vn} sicher dann keine Basis ist, wenn es Koeffizienten aq, ..., ay
gibt, die nicht alle Null sind, so daf3

N
0="> amw (4.47)
k=1

gilt, denn man kann dann nach den v; mit o # 0 auflésen und damit v;
durch die anderen Vektoren ausdriicken.



4 LINEARE ALGEBRA 135

Definition 4.48 1. Eine endliche Teilmenge {vy,...,vn} von Vektoren
eines Vektorraums V' idiber einem Skalarenkorper IK heifit linear un-
abhingig, wenn aus einer Gleichung der Form [EZD) immer folgt, dafs
alle Koeffizienten a; gleich Null sind.

2. Man nennt eine Linearkombination der Null aus Vektoren mit Koeffi-
zienten gleich Null auch eine triviale Linearkombination. Lineare Un-
abhingigkeit von {vy,...,un} bedeutet also, dafi die einzige mdgliche
Linearkombination aus {vy,...,vx}, die Null ergibt, trivial sein muys.

3. Eine unendliche Teilmenge X von Vektoren eines Vektorraums V iiber
IR heifit linear unabhﬁngiﬂ, wenn jede endliche Teilmenge linear
unabhdngig ist.

Theorem 4.49 Basen sind linear unabhdingig.

Das ist nach der obigen Argumentation klar, denn bei linearer Abhéngigkeit
ist mindestens ein Basisvektor iiberfliissig. a

Theorem 4.50 Es seien die Vektoren {vy,...,vn} eines Vektorraums V
linear unabhdngig. Dann gilt: In der Darstellung

n
xr = E OéjUj
j=1

eines beliebigen Vektors aus der linearen Hille der {vy,...,vn} sind die
Koeffizienten o; eindeutig bestimmdt.

Zum Beweis nehmen wir an, es géibe eine weitere Darstellung

Dann ist

eine Darstellung der Null, und alle Koeffizienten miissen verschwinden wegen
der linearen Unabhéngigkeit. Also gilt o; = 3;, 1 < j < n. a

Theorem 4.51 Die Monome sind linear unabhdingig als Elemente des Vek-
torraums IRT.

http://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Unabh%C3%A4ngigkeit
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Allgemeiner gilt, dafl ein Polynom vom Grade n > 0 hochstens an n verschie-
denen Punkten (Nullstellen) verschwinden kann, aber das wollen wir hier
nicht beweisen, sondern nur benutzen. Es wird vermutlich in der Diskreten
Mathematik bewiesen. Wenn dann aber ein Polynom {iberall verschwindet,
so kann es keinen Grad n > 0 haben, und das Polynom kann nur Nullen als
Koeffizienten haben. a

Theorem 4.52 Der Vektorraum IK™ hat die Menge der n Einheitsvektoren
{e1,...,en} als Basis.

Das ist klar,weil die Einheitsvektoren ein Erzeugendensystem sind und linear
unabhéngig sind.

Theorem 4.53 Jeder Vektorraum mit einem endlichen Erzeugendensystem
hat auch eine Basis.

Das ist klar, weil das Minimum der Anzahl der Elemente aller denkbaren
Erzeugendensysteme existiert und dann eine Basis liefert. O

Das Resultat gilt sinngemé&f} auch fiir beliebige Vektorrdume, aber es ist dann
schwieriger zu beweisen.

Es gibt dazu auch eine konstruktive Variante:
Theorem 4.54 Jedes endliche Erzeugendensystem enthdlt eine Basis.

Ist ein Erzeugendensystem keine Basis, so ist es linear abhéngig, und wir
wissen schon, dal man dann einen Vektor weglassen kann, um ein kleineres
Erzeugendensystem zu bekommen. Dann fahren wir induktiv fort, bis wir bei
einer Basis ankommen. O

Die lineare Unabhéngigkeit hat aber auch noch eine geometrische Nebenbe-
deutung, die nicht unterschlagen werden sollte. Gehen wir dazu mit Schul-
kenntnissen in den IR?. Wie kann man dort die Menge aller Geraden durch
den Nullpunkt beschreiben? In der Schule lernen manche, dafi Nullpunktsge-
raden immer die Form

{(z,y) : y=ma, z,y € IR} fir alle m € IR

haben, aber dann ist die y—Achse {0} x IR nicht dabei. Man muf} die de-
finierende Gleichung symmetrisch zu x und y machen, etwa indem man
0 = mx + ny schreibt. Es diirfen aber nicht m und n beide Null sein, sonst
ist die Menge der ganze IR?. Man bekommt deshalb alle Nullpunktsgeraden
durch die “homogene” Schreibweise

Gomm = {(x,y) : 0=mx +ny, z,y € IR} fiir alle m,n € IR, m*>+n* > 0.
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Wann fallen zwei Geraden zusammen, die durch die Paare (m;,n;) und
(ma,ny) des IR? \ {(0,0)} gegeben sind? Offenbar genau dann, wenn fiir
alle (x,y) € IR? die Gleichungen 0 = myx + nyy und 0 = max + nyy logisch
aquivalent sind. Nehme wir an, die Geraden fielen zusammen. Auf der ersten
Geraden liegt der Punkt (nq,—m;), und dieser mul dann auf der zweiten
liegen, d.h. es folgt

ming = MoNn,.
Dann folgt aber
m2(m1,n1)—m1(m2,n2) = (0,0)
nz(m1,n1)—n1(mz,nz) = (0,0)

und weil nicht beide Linearkombinationen trivial sein kénnen, sind die Vek-
toren (mq,ny) und (msg, ny) linear abhéngig. Wenn die Geraden zusammen-
fallen, sind also die Vektoren der definierenden Gleichungen linear abhéngig.

Gilt auch die Umkehrung? Es seien nun die Vektoren (mj,n;) und (ma, ns)
linear abhéngig, d.h. es gibt Koeffizienten o und 3, nicht beide Null, so dafl

a(my,ny) + B(mg,ny) = (0,0)
a(my,ny) =— [(mag,ny)

gilt. Wir konnen ohne Einschréankung annehmen, dafl o = 1 gilt, und es folgt

my = —[pmy
n = —pBny

ming = —[Bmgns
= My

und nach der obigen Argumentation schlieft man darauf, daf§ die Geraden
iibereinstimmen.

Das Ganze 148t sich auch etwas allgemeiner sehen. Nehmen wir an, fiir die
Unbekannten zq, ..., x, bestiinden die zwei Gleichungen

a1ry + asxs + ... +a,xr, = C
b11’1+b21’2+...—|—bn1’n = d.

Wir interessieren uns dafiir, wann eine der beiden Gleichungen “iiberfliissig”
ist, d.h. sich aus der anderen ergibt. Das ist dann der Fall, wenn man eine
der Gleichungen durch Multiplikation mit einem Faktor aus der anderen
bekommen kann, d.h. wenn eine der Gleichungen

((ll,(lz,...,(ln,C) = ﬁ(blabZa"'abnad)
(bl,bg,...,bn,d) = ﬁ(al,aQ,...,an,c)
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gilt, und das ist der Fall, wenn die Vektoren (ay, as, . . ., an,c) und (by, by, . .., by, d)
linear abhéngig sind. Umgekehrt folgt aus der linearen Abhéngigkeit dieser
Vektoren auch die Uberfliissigkeit einer der beiden Gleichungen.

4.5.2 Dimension

Wir beginnen mit

Theorem 4.55 Hat ein Vektorraum V diber einem Skalarenkorper IK eine
endliche Basis X := {vq,...,v,}, so ist er isomorph zu IK™.

Zum Beweis definiere man die Abbildung S : IK"™ — V mit

(& &)" = D& (4.56)
j=1
und rechne nach, daf sie linear, injektiv und surjektiv ist. O

Wir werden im folgenden zu einem Vektorraum V iiber K mit Basis
{v1,...,v,} die Abbildung ([E56) den Standard—Isomorphismus zwischen
IK™ und V' nennen.

Definition 4.57 Die Anzahl der Elemente einer Basis eines Vektorraums
V' heifst Dimension des Vektorraums.

Theorem 4.58 Die Dimension eines Vektorraums ist eindeutig bestimmit.
Sie ist entweder unendlich oder gleich der Anzahl der Elemente einer endli-
chen Basis. Alle Vektorrdume der Dimension n iber einem Grundkorper IK
sind zueinander und zu IK™ isomorph.

Das folgt natiirlich aus dem bisher schon Gesagten. Die Dimension eines
Vektorraums mufl Unendlich sein, wenn es kein endliches Erzeugendensystem
gibt. Andernfalls verkleinere man ein solches zu einer Basis, und man kann
eine Basis kleinster Lange n < oo finden. Dieses n ist eindeutig bestimmt und
gibt die Dimension des Vektorraums an. Mit der Abbildung bekommt
man dann die Isomorphie zu IK™. a

Wir fassen zusammen, was man iiber surjektive, injektive und bijektive li-
neare Abbildungen im Zusammenhang mit Erzeugendensystemen und Basen
sagen kann:

Theorem 4.59
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1. Die Umkehrabbildung eines Vektorraumisomorphismus ist ein Vektor-
raumisomorphismus.

2. Das Bild einer Menge linear unabhdngiger Vektoren unter einer injek-
tiven linearen Abbildung zwischen Vektorrdumen ist linear unabhdngig.

3. Das Bild eines Erzeugendensystems unter einer surjektiven linearen
Abbildung zwischen Vektorrdumen ist ein Erzeugendensystem.

4. Ein Vektorraumisomorphismus bildet Basen in Basen ab.
5. Die Dimensionen isomorpher Vektorrdume sind gleich.

Die Beweise sind durchweg einfach, wenn man sie in der obigen Reihenfolge
ausfiihrt. Teil 1 ist in Theorem B2l schon enthalten. Zu Teil 2 nehmen wir
linear unabhéngige Vektoren uy, ..., u, aus U und bilden mit einer injektiven
linearen Abbildung 77 : U — V ab auf T(uy),...,T(u,). Wiren diese

Vektoren linear abhéngig, so gibe es eine nichttriviale Linearkombination

0 = Zoij(uj)
= T(iaju])

und wegen der Injektivitat von T folgt, daf3

n
0= Z QU
j=1
eine nichttriviale Linearkombination der u; ist, was nicht mdoglich ist.

Za Teil 3 nimmt man bei gleichen Bezeichnungen wie oben ein Erzeugenden-
system M von U her und bildet N :=T(M) C V. Um zu zeigen, dafl N ein
Erzeugendensystem fiir V' ist, nehmen wir einen beliebigen Vektor v € V und
stellen ihn wegen der Surjektivitét von 7" als Bild v = T'(u) eines Vektors in
U dar. Dieser ist im Erzeugendensystem M als Linearkombination darstell-
bar, und wenn wir diese Linearkombination mit 7" in V' abbilden, bekommen
wir eine Darstellung von v = T'(u) durch N = T'(M).

Teil 4 folgt sofort aus den Teilen 1, 2 und 3, und Teil 5 ist Theorem EEA8 O
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4.5.3 Isomorphiesatz

Wir nehmen jetzt eine lineare Abbildung 7' : U — V zwischen Vektorraum-
en U und V iiber einem gemeinsamen Grundkorper IK her (die Anordnung
brauchen wir auch in diesem Abschnitt nicht). Der Satz kann hier an-
gewendet und entscheidend verschérft werden. Er besagt, dafi T(U) und die
Menge der Aquivalenzklassen von U unter der Aquivalenzrelation R C U x U
mit
uRv < T(u) = T'(v) fiir alle u,v € U

bijektiv aufeinander abgebildet werden konnen. Wir werden sehen, daf diese
Bijektion eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen ist.

Aber dazu stellen wir erst einmal fest, dal wegen der Linearitat von T gilt

uRv — T(u) =T(v) < T(u—wv) =0 fiir alle u,v € U.

Definition 4.60 Ist T : U — V eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen U und V' iber einem gemeinsamen Grundkorper IK, so sind

ker T := {ueU : T(u) =0}
range T = T(U)CV

der Kern und das Bild von T.

Theorem 4.61 Kern und Bild von linearen Abbildungen T : U — V sind
lineare Unterrdume von U bzw. V. FEine lineare Abbildung ist genau dann
injektiv, wenn thr Kern nur der Nullraum ist.

Aufgabe: Man fiihre diese einfachen Beweise iibungshalber durch.

Jetzt miissen wir uns mit den Aquivalenzklassen beziiglich der obigen Rela-
tion néher befassen. Wir kénnen das etwas allgemeiner tun, indem wir den
Kern ker 7" von T' durch einen allgemeinen Unterraum Uy von U ersetzen
und die Relation

uRv < u —wv € U fir alle u,v € IR
betrachten. Das ist eine Aquivalenzrelation, und wir wollen die Menge

U/Uy:={[u] : weU}
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der Aquivalenzklassen zu einem Vektorraum iiber IK machen, dem Fak-
torraum oder Quotientenraum von U nach Uj,. Die Vektorraumaddition
definieren wir als

[u] + [v] == [u + ] fiir alle u,v € U

und miissen Wohldefiniertheit zeigen, d.h. aus [u] = [u;] und [v] = [v1] muf
[u + v] = [uy + vq] folgen fiir alle w,uy,v,v; € U. Das ist einfach, wenn wir
benutzen, dafl [u] = [u + w] gilt fiir alle w € Uy, w € U. Man bekommt

[u+v] = [u+v+£u1—u)j(v1—vﬂ:[u1+v1].

Die Skalarmultiplikation definiert man als
a-[u] = la-u] firalle a € IK, ue U
und wenn [u] = [v] gilt, folgt v — u € Uy und

a-u=la-u=aut+a (v—u)=av]=a-v),
elo

d.h. auch die Skalarmultiplikation ist wohldefiniert. Mit einfachen, aber l&sti-
gen Schliissen folgt

Theorem 4.62 Ist Uy ein linearer Unterraum eines Vektorraums U, so ist
der Quotientenraum U/U, wieder ein Vektorraum unter den obigen Ope-
rationen. Man nennt die Dimension von U/U, die Codimension von Uy
beziiglich U .

Jetzt nehmen wir wieder Uy = ker T' und bekommen

Theorem 4.63 Ist T : U — V eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen U und V iiber einem gemeinsamen Grundkédrper IK , so gibt es zwi-
schen dem Quotientenraum U /ker T und dem Bildraum range (T') = T'(U)
eine bijektive lineare Abbildung

T : [u] — T(u) fir allew € U
und es gilt die Isomorphie

T(U) ~UJker T.
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Dafl diese Abbildung wohldefiniert und bijektiv ist, wissen wir schon. Die
Linearitét folgt aus

T(alul + Blv]) = T([au+ )
T(au+ pv)
oT'(u) + BT (v)

= oT([u]) + 6T ([v])

fiir alle u,v € U, o, 8 € K. O

Hat man nur einen Unterraum U, aber keine Abbildung 7', so kann man sich
durchT : U — U/Uy mit u — [u] € U/Uj eine lineare Abbildung verschaffen
mit T'(U) = U/Uy und ker T' = Ujy. Die beiden Fille von Theorem und
Theorem sind also nicht wesentlich verschieden.

Wir wissen also jetzt, daB U/ker T' zu T'(U) isomorph ist, und wir wissen
dann auch nach Theorem EEXY dafl die Dimensionen dieser Réume gleich
sind. Aber was ist im allgemeinen die Dimension von U/ker T, wenn man
die Dimensionen von U und von ker T kennt? Und was ist die Dimension
von U/Uy, wenn man die Dimensionen von U und von einem Unterraum U
kennt? Wir formulieren und beweisen eine abgeschwéchte Form:

Theorem 4.64 Ist die Dimension von U/Uy endlich, so gilt

U U x  (U/Uo)
dim U dimU, + dim(U/Up).

Zum Beweis nehmen wir eine Basis von U/Uj in der Form {[vq], ..., [v,]} und
definieren eine lineare Abbildung

1R

S Uy x (U/Uy) — U, (uo,Zak[vk]> — Ug + Zakvk
k=1 k=1

Diese Abbildung ist injektiv, weil aus

folgt, dafl
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gilt und deshalb alle oy, verschwinden miissen. Dann folgt aber auch uy = 0.

Die Abbildung ist auch surjektiv, weil man zu jedem u € U die Klasse [u]

darstellen kann als .
[u] = afvg]
k=1

und man bekommt, dafl

[u — i akvk] =0
k=1

gilt, also mit irgendeinem wuy € Uy auch

n
u — E QLU = Ug
k=1

gilt. Wir haben also die Isomorphie von U und Uy x (U/Up). Ist U endlichdi-
mensional, so ist jeder der auftretenden Radume isomorph zu einem Raum der
Form IK™, und die Behauptung des Satzes folgt. Ist U nicht endlichdimen-
sional, so kann Uy auch nicht endlichdimensional sein, und wir sind ebenfalls
fertig. a

Der Sinn des Isomorphiesatzes ist (unter anderem), daf§ die Dimension des
Bildes einer linearen Abbildung immer um die Dimension des Kernes kleiner
ist als die Dimension des vollen Urbildraums. Genauer gilt

Theorem 4.65 Ist T : U — V eine lineare Abbildung zwischen zwei Vek-
torrdumen tiber demselben Skalarenkorper IK und ist U endlichdimensional,
so gilt

dim7T(U) = dimU — dimker 7.

Aufer bei injektiven Abbildungen gehen also immer Dimensionen “verloren”,
und zwar genau so viele, wie der Kern hat.

Eine weitere wichtige Konsequenz des Isomorphiesatzes ist

Theorem 4.66 Ist T : U — V eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen der Dimension n, so sind Injektivitat, Surjektivitit und Bijekti-
vitdt von T dquivalent.
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Beweis: Man sehe sich die aus dem Isomorphiesatz folgende Dimensionsglei-
chung
n—dimker 7'=dimT(U) <n

mit Verstand an. O

Am Schlu8 noch eine kleine Entspannungsiibung:

Theorem 4.67 Sind U und V zwei endlichdimensionale Unterrdume eines
Vektorraums W, so qilt

dim(U+V)+dim(UNV)=dimU + dim V.
Dies ist eine lehrreiche Anwendung des Isomorphiesatzes. Weil
dim(U x V) = dimU + dim V/
gilt (Frage: warum?), wird man die Abbildung
UxV —-U+V, (u,v)—u+ofiralleueUveV

heranziehen. Der Rest sollte jetzt klar sein. Oder?

4.5.4 Rang von Matrizen

Wir wollen nun noch unser Wissen iiber lineare Unabhéngigkeit und Dimen-
sion auf Matrizen anwenden. Dazu gehen wir wieder auf die Matrizendarstel-
lung linearer Abbildungen aus Abschnitt LAl zuriick. Dort hatten wir noch
nicht den Begriff der Basis. Wenn wir Satz .34 durch Benutzung von Basen
verschirfen, bekommen wir

Theorem 4.68 Fine lineare Abbildung T : U — V zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorraumen U und V' tiber einem gemeinsamen Grundkdorper
IK hat eine eindeutig bestimmte Matrixdarstellung im Sinne des Abschnitts
7, wenn man in U und V' Basen {uy,...,u,} CU bzw. {v1,...,05,} CV
wdahlt.

Das ist klar, weil man in Abschnitt EE4] die Bilder T'(uy) der Basisvektoren
uy, eindeutig in der Basis {vy,...,v,,} C V darstellen kann.

Aber man kann auch die lineare Unabhéingigkeit der Zeilen— und Spaltenvek-
toren von Matrizen untersuchen:

Definition 4.69 Sei A € IK™*"™ eine Matriz. Sie hat m Zeilen als Vektoren
des IK™ und n Spalten als Vektoren des IK™.



4 LINEARE ALGEBRA 145

1. Die Dimension der linearen Hiille der Spaltenvektoren nennt man den
Spaltenrang von A. Er ist hiochstens gleich m.

2. Die Dimension der linearen Hille der Zeilenvektoren nennt man den
Zeilenrang von A. Er ist hochstens gleich n.

Theorem 4.70 Sei A € IK™* " eine Matrix, und wir identifizieren sie mit
der linearen Abbildung IK™ — IK™ mit x +— A-x, x € IK".

1. Der Spaltenrang von A ist genau dann gleich m, wenn A surjektiv ist.
2. Der Spaltenrang von A ist genau dann gleich n, wenn A injektiv ist.

3. A ist genau dann bijektiv, wenn n und m gleich sind und mit dem
Spaltenrang von A idbereinstimmen.

4. Zeilen— und Spaltenrang sind héchstens gleich min(m,n).

Beweis: Der Spaltenrang ist die Dimension von A(IK™) C IK™. Daraus folgt
die erste Behauptung.

Zum Beweis der zweiten stellen wir die Null als Linearkombination der Spal-
ten von A dar als

0 = Z%‘(A@j)
= A<iajej>.

Sind die Spalten linear abhéingig, so gibt es eine nichttriviale solche Line-
arkombination, und A ist nicht injektiv. Ist A nicht injektiv, so kann man
Koeffizienten finden, die nicht alle verschwinden, so dafl die rechte Seite Null
ist. Dann sind aber auch die Spalten linear abhingig.

Die dritte Behauptung kombiniert die ersten beiden.

Aus A(IK™) C IK™ folgt, daB8 der Spaltenrang hochstens gleich min(m,n)
ist. Weil der Zeilenrang von A der Spaltenrang von A7 ist, folgt dasselbe fiir
den Zeilenrang. a

Ist A bijektiv, so hat A eine Inverse A~!, und deren Transponierte (A1) =
(AT)7! ist die Inverse der Transponierten. Also ist auch die Transponierte
bijektiv, und es folgt, dafl auch der Zeilenrang von A gleich m und n ist, weil
der Zeilenrang von A der Spaltenrang von A” ist. Im bijektiven Falle sind
also Zeilen— und Spaltenrang gleich. Es gibt eigentlich keinen guten Grund,
warum das immer so sein miifite, aber wunderbarerweise gilt
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Theorem 4.71 Zeilenrang und Spaltenrang von Matrizen sind gleich, und
man spricht deshalb vom Rang einer Matriz.

Beweis: Wir iiben das Rechnen mit Matrizen und wollen damit die “ziemlich
trickreiche Indexfieselei” aus [H], S. 138 vermeiden. Hat man eine Matrizen-
multiplikation C' = A - B, so besagt dies, daf} sich die Spalten von C' linear
durch die Spalten von A kombinieren lassen, wobei die Matrix B die Koeffi-
zienten enthélt. Dies liegt an der Gleichung

Ce,=A-B-¢, = ZAejejT Be, = Ze?Bek Ae;.
; T

A

Wir nehmen jetzt an, die Matrix A € IK™*" habe einen Spaltenrang r < n.
Dann lassen sich alle n Spalten von A aus einer Teilmenge von nur r Spalten
linear kombinieren. Es gibt also eine Matrixgleichung A = A - B mit einer
Matrix A € IK™*" die aus den r linear unabhingigen Spalten von A besteht,
und einer Koeffizientenmatrix B € IK"*". Dann gilt aber auch AT = BT AT,
und dies besagt, daB sich die Spalten von A” aus den r Spalten von B” linear
kombinieren lassen. Also ist der Spaltenrang von AT und damit auch der
Zeilenrang von A hochstens gleich . Wir haben damit bewiesen, dafl

Zeilenrang < Spaltenrang
gilt, und aus Symmetriegriinden folgt die umgekehrte Relation auch. O
Theorem 4.72 Fir ein Matrizenprodukt C'= A - B gilt immer
Rang (C) < min( Rang (A), Rang (B)).

Beweis: Die Spalten von C' sind Linearkombinationen der Spalten von A.
Also folgt Rang (C') < Rang (A). Durch Transposition folgt auch

Rang (C) = Rang (C7T)
= Rang (BT - A7)
< Rang (BT)
= Rang (B)
und insgesamt folgt die Behauptung. a
Die Verscharfung
Rang (C) = min( Rang (A), Rang (B)). (4.73)

heben wir auf fiir spéter.
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4.5.5 Lineare Gleichungen

An dieser Stelle sollten wir beginnen, iiber lineare Gleichungen und Glei-
chungssysteme zu reden. Im Vektorraum IK™ ist eine lineare Gleichung
durch die Forderung

a1r; +asxs + ...+ a,x, =b (4.74)

gegeben, wobei die Skalare b,ay,...,a, fest gegeben sind und man einen
Vektor z = (x1,...,2,)7 € IK™ mit ([ET4) sucht. Mehrere gleichzeitig zu
erfiillende lineare Gleichungen schreibt man als lineares Gleichungssy-
stem

anry + aprs + ... + ai,x, = b
azl.:cl + a22.x2 + ...+ agn.xn = by (4.75)
p1T1 + QpaXs + ... + QunTn = bm
oder eleganter in Matrixform
A-x=0b (4.76)

mit A = (aj;) € IK™", b€ IK™, v € IK". Nun ist allerdings der Vektor-
raum IK"™ sehr speziell, und man sollte besser eine feste lineare Abbildung
T : U — V nehmen und von Vektoren u € U verlangen, daf} sie mit einem
fest gegebenen v € V' die Gleichung

T(u)=v (4.77)
erfiillen. Dies verallgemeinert (EE74) und (7H) auf ganz natiirliche Weise.

Definition 4.78 Fine lineare Abbildungsgleichung [B0) heifft homogen,
wenn die rechte Seite v die Null ist, andernfalls inhomogen.

Theorem 4.79 Ist T : U — V eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen tber demselben Grundkéorper IK, so kann man tiber die Losbarkeit
der Gleichung [BX0) folgendes sagen:

1. Die Menge der Lisungen einer homogenen Gleichung [ET1) ist nie leer
und tmmer gleich dem linearen Unterraum ker T" von U.

2. Die Menge der Losungen einer inhomogenen Gleichung (D) ist leer
oder ein affiner Unterraum von U.

3. Fir ein festes v € V ist die Gleichung lésbar, wenn v im Bildraum
T(U) liegt.
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4. Fir alle v € V ist die Gleichung genau dann lésbar, wenn T surjektiv
15t.

5. Zwei Losungen einer festen Abbildungsgleichung unterscheiden sich um
eine Losung des homogenen Systems.

6. Man bekommt alle Losungen einer festen inhomogenen Abbildungsglei-
chung, indem man zu einer speziellen Losung der inhomogenen Glei-
chung beliebige Lisungen der homogenen Gleichung addiert.

7. Fine Liésung u einer einzelnen Gleichung der Form (EXT) ist genau
dann eindeutig, wenn T injektiv ist.

8. Ist T injektiv, so sind alle Gleichungen der Form (D) bei beliebigem
v eindeutig ldsbar, sofern sie tiberhaupt losbar sind.

9. Die Gleichung ist genau dann fir alle v € V' eindeutig losbar, wenn T
bijektiv ist.

Beweis: Die Aussagen 1 bis 6 sind klar. Bei den beiden néchsten achte man
auf die Formulierung: ist auch nur eine einzige Gleichung nicht eindeutig
l6sbar, so ist T' nicht injektiv und es sind alle Gleichungen nicht eindeutig
losbar. Gelten némlich fiir ein festes v € V die Gleichungen T'(u;) = v =
T'(ug) fiir zwei verschiedene uy,uy € U, so folgt T'(u; — ug) = 0 und 7T ist
nicht injektiv. Dann kann aber auch jede andere Gleichung 7'(u) = w nicht
eindeutig l6sbar sein, weil auch T'(u+u; —us) = w gilt. Die “Uneindeutigkeit”
besteht immer aus dem kompletten Kern von 7', egal ob man eine oder alle
Gleichungen betrachtet. Damit sind dann aber auch die letzten Aussagen
unmittelbar einsichtig. a

Wichtig ist der Spezialfall eines linearen Funktionals A auf einem Vektorraum
V. Ist A das Nullfunktional (d.h. A(v) = 0 fiir alle v € V'), so ist der Bildraum
{0}, der Kern ist V', und der Quotientensatz wird trivial: V/V ~ {0}. Ist das
Funktional nicht das Nullfunktional, so folgt IK ~ V/ker A, d.h. der Kern des
Funktionals hat Codimension 1. Hat V' die Dimension n, so hat V/ker A die
Dimension n—1, und man bekommt eine Hyperebene durch den Nullpunkt.

Betrachten wir eine Gleichung (EEZ4)), so ist die lineare Abbildung
T :z—adz

ein Funktional, und wenn a # 0 gilt, ist der lineare Raum ker 7" eine Hy-
perebene durch den Nullpunkt (im IR? eine Ebene durch den Nullpunkt, im
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IR? eine Gerade durch den Nullpunkt). Der Raum der inhomogenen Losun-
gen ist ein affiner Unterraum, der aus einer festen inhomogenen Losung und
Addition von beliebigen homogenen Lésungen besteht. Er ist eine allgemeine
Hyperebene (Ebene, Gerade im IR? bzw. IR?).

Ein lineares Gleichungssystem (E7H) im K™ beschreibt die Schnittmenge von
m Hyperebenen im IK™, Es wird vermittelt durch eine Matrix A € IK™*",
und wir sehen uns jetzt an, was Satz dann besagt:

Theorem 4.80 FEin inhomogenes lineares Gleichungssystem ([EZ6) mit einer
m X n—Matriz A ist genau dann fir alle rechten Seiten l6sbar, wenn

m = Rang(A) <n

gilt. Eindeutigkeit der Losungen des homogenen oder inhomogenen Systems
hat man genau dann, wenn

n = Rang(A) <m

gilt. Allgemeine und eindeutige Ldsbarkeit hat man genau dann, wenn der
Rang von A gleich n und m ist.

4.6 Lineare Algebra in der Praxis
4.6.1 Speichertechnik

Das Rechnen mit reellen Zahlen wird normalerweise in Programmiersprachen
wie C oder JAVA durch den Datentyp double und seine Standardoperationen
ausgefiihrt. Aber wie arbeitet man mit Vektoren und Matrizen?

Seit den Anfingen des elektronischen Rechnens verwendet man dazu intern
den indizierten Speicherzugriff und nutzt die wortweise linear adressierba-
re Struktur des Speichers des von—Neumann—Rechners aus. Vektoren werden
im effizientesten Idealfall also im Speicher durch liickenlos aneinandergereihte
double—Zahlen dargestellt. Man nennt diese indizierten Datentypen Arrays,
wihrend der Begriff Vektor in objektorientierten Sprachen wie Java fiir eine
abstrahierte Klasse steht, die es erlaubt, mit Indexzugriff und dynamischer
Speicherverwaltung auf geordnete Listen von Objekten zuzugreifen. Im nu-
merischen Rechnen sind arrays immer vorzuziehen, weil Vektor—Klassen eine
zusétzliche Dereferenzierung erfordern. Wir gehen im folgenden immer davon
aus, dal Vektoren als arrays gespeichert sind.

WEeil bei heutigen Rechnern komplizierte hierarchische Speicherzugriffs— und
Verarbeitungsmethoden (Paging, Cache, Pipelining) fest implementiert
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sind, sollten alle Zugriffe auf Vektoren oder arrays datenlokal ablaufen, d.h.
immer auf im Speicher unmittelbar benachbarte Zahlen zugreifen.

Das 148t sich bei Vektoren relativ einfach machen, bei Matrizen aber nicht,
denn der von-Neumann-Rechner hat keinen zweidimensionalen Speicher.
Man mufl Matrizen intern als Vektoren speichern, und das kann man entweder
zeilen— oder spaltenweise tun. Eine Matrix A = (a;,) € IR™ " kann man
vektoriell entweder zeilenweise als

(CLH,Cng, vy Q1,021,492 . o oy A2y« oy A1, A2, - - - ,CLmn)

oder spaltenweise als

(CLH,CLzl, ey n1,A12, 4922, - o ., A2y« o o s Alp, A2y - - - ,CLmn)

speichern. Aber schon bei der Matrixmultiplikation C' = A - B sieht man
das hier versteckte Problem: man mufl die Zeilen von A mit den Spalten
von B skalar multiplizieren, und das geht nur dann datenlokal und ohne
Tricks, wenn man A zeilenweise und B spaltenweise speichert. Weil die ein-
zelnen Programmierumgebungen aber die Speichertechnik fiir Matrizen fest
definieren (in FORTRAN und MATLAB wird spaltenweise gespeichert, in
C und JAvA zeilenweise), mufl man zu mathematisch-informatischen Tricks
greifen, die hier kurz erwiahnt werden sollen. Dabei gehen wir davon aus, daf3
Vektoradditionen und Skalarprodukte 27y = yTx = (z,y), sich problemlos
berechnen lassen.

4.6.2 Matrix—Vektor—Multiplikation

Zu berechnen sei der Vektor z = Ax € IR™ als Produkt einer m x n—Matrix A
mit einem Vektor = € IR". Bei zeilenweiser Speicherung von A gibt es keine
Probleme, weil man die Komponenten von Az gemifl e] Ax = (e} A)z, 1 <
k < m als Folge von Skalarprodukten von x mit den Zeilen e} A von A
ausrechnen kann. Bei spaltenweiser Speicherung von A verwendet man die
column—sweep—Methode

n

z=Ax = Z(Aejejr)x = Z e]T:L’ - Aej = Zl’j - Ae;
j=1 =1

j=1

d.h. man summiert die Spalten von A auf, nachdem man sie jeweils mit
den Faktoren =z, xs,...,z, multipliziert hat. Vom theoretischen Aufwand
her sind die beiden Formen gleich, auf konkreten Rechnern kann das Lauf-
zeitverhalten aber sehr unterschiedlich sein, insbesondere dann, wenn der
Speicherbedarf der Matrix den Umfang des Cache oder des physikalischen
Hauptspeichers iibersteigt.
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4.6.3 Matrizenmultiplikation

Will man eine ¢ x m-Matrix A = (a;) mit einer m x n-Matrix B =
(bg;) multiplizieren, so erfordert die naive Vorgehensweise eine zeilenweise
Speicherung von A und eine spaltenweise Speicherung von B. Man kann das
Matrizenprodukt aber bei zeilenweiser Speicherung umschreiben in

T T T T T T
e;C=e AB=¢;A)» ee,B=) e Aey-€e. B, (4.81)

weil man B als Summe seiner Zeilen

B = Z exer B
k=1

darstellen kann. In (EXI) hat man dann eine Summation von skalierten
Zeilen von B, um die Zeilen von C' auszurechnen. Ganz analog geht das
bei spaltenweiser Organisation:

Ce; = ABe; = (Z Aew%) Bej = Z ej Bej -Aey,
—1 S~——

= k=1
=bp;
=A

d.h. die Spalten von C sind gewichtete Summen der Spalten von A.

Bei einigermaflen trickreicher Programmierung l&3t sich bei der Matrizen-
multiplikation einiges an Geschwindigkeit herausholen. Dazu gibt es ein
Programm! und eine zugehorige Ausgabe.

4.6.4 Diinn besetzte Matrizen und Vektoren

In praktischen Anwendungen treten nicht selten gigantische Matrizen auf, die
allerdings sehr viele Nullen enthalten. Man nennt solche Matrizen diinn be-
setzt oder engl. sparse. Man speichert dann die einzelnen Spalten oder Zei-
len als diinn besetzte Vektoren, je nach zeilen— oder spaltenweiser Speicher-
technik der Matrizen. Und von einem diinn besetzten Vektor V' € double®
speichert man in einem double—array v € double™ nur die n << N von
Null verschiedenen Komponenten. Deren Indizes hat man dann anderswo zu
speichern. Man konnte einfach die Indizes in ein weiteres int—array I € int"
der Linge n setzen und dann mit v; = Vi), 1 < 7 < n die von Null ver-
schiedenen Komponenten von V' durchlaufen. Der Zugriff auf eine einzelne
Komponente V, ist dann zwar nicht so einfach, tritt aber viel seltener auf als


http://www.num.math.uni-goettingen.de/schaback/teaching/texte/MafIA/matmul.cc
http://www.num.math.uni-goettingen.de/schaback/teaching/texte/MafIA/matmul.txt
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das Durchlaufen des ganzen Vektors. Um bei den Indizes Speicherplatz zu
sparen, speichert man statt der Indizes in der Regel nur die offsets oder In-
dexspriinge J(j) := I(j + 1) — I(j) bis zum néchsten nicht verschwindenden
Element. Wenn man den Index des ersten nichtverschwindenden Elements
hat, kann man sich damit leicht durch den Vektor “durchhangeln” und hat
stets Datenlokalitét.

4.6.5 Programmpakete

Es sollte nach diesen Bemerkungen klar sein, dafl hocheffiziente Verfahren
zum Rechnen mit groflen Vektoren und Matrizen sehr sorgféltig konzipiert
und implementiert sein miissen. Anfénger sollten die Finger davon lassen und
sich auf bewahrte Programmpakete stiitzen. Unter http://www.netlib.org
findet man solche Pakete. Grundlage ist

BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms)
http://www.netlib.org/blas/faq.html

in FORTRAN mit einem C-Interface. Das Projekt

ATLAS (Automatically Tuned Linear Algebra Software)
http://sourceforge.net/projects/math-atlas/

liefert optimierte Versionen fiir spezielle Architekturen. Programmpakete, die
iiber die lineare Algebra hinausgehen, sind ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit

e GSL (GNU Scientific Library)
Eine numerische Freeware—Bibliothek in C und C++ unter der GNU
General Public License.
http://www.gnu.org/software/gsl/

e IMSL
Umfassende Fortran-Unterprogrammbibliothek mit vielen numerischen
Verfahren in den Bereichen Algebra und Analysis

e IMSL-C/MATH
Umfangreiche C-Funktionsbibliothek mit Verfahren in den Bereichen
Algebra und Analysis

e NAG
Umfassende Unterprogrammbibliothek fiir Fortran77, Fortran90 und
C mit vielen numerischen Verfahren in den Bereichen Algebra und
Analysis


http://www.netlib.org/blas/faq.html
http://sourceforge.net/projects/math-atlas/
http://www.gnu.org/software/gsl/
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e Numerical Recipes
Sammlung von Routinen aus Algebra und Analysis als C- und Fortran-
Unterprogrammbibliothek.

Diese und andere kann man in Géttingen iiber
http://www.gwdg.de/service/software/software-rz/sw_numerisch.html
abrufen.

4.6.6 MATLAB

Fiir Projekte, die nicht an die Grenze der Leistungsfidhigkeit von Computer-
systemen gehen, braucht man keine eigene Programmierung auf Ebene der
Elemente von Vektoren und Matrizen. Man kann sich auf Programmsysteme
wie MAPLE, Mathematica, MATLAB oder MuPAD stiitzen, die eine eigene
Kommandosprache haben, in der man mit Matrizen und Vektoren rechnen
kann. Die anderen Systeme sind stérker auf symbolisches Rechnen als auf
lineare Algebra ausgerichtet. Deshalb wird hier wird eine kurze Anleitung
zur Benutzung von MATLAB gegeben, wobei die praktische Handhabung
auf den Gottinger Rechnern im Vordergrund steht.

Es wird dringend empfohlen, den folgenden Text direkt am
Rechner durchzuarbeiten und die MATLAB—-Kommandos so-
fort auszuprobieren!

Mit der UNIX-Kommandozeile
matlab &

auf einem der lokalen Rechner ruft man MATLAB auf. Nach einem schnell
verschwindenden Begriifungsfenster sieht man ein Arbeitsfenster, das u.a. ein
Command Window enthélt, in dem man durch Direkteingabe Kommandos
ausfithren kann. Man kann aber iiber die tiblichen Meniieintrége (File/Open)
auch vorgefertigte Kommandosequenzen im Command Window ausfiihren,
die man als m—files bezeichnet und mit jedem beliebigen ASCII-Texteditor
bearbeiten kann.

Hier ist ein simples Beispiel, das im folgenden kommentiert werden soll. Man
kann die Befehle einzeln (ohne den mit % beginnenden Kommentarteil) in
das jeweilige Kommandofenster eingeben, um zu sehen, was passiert.

clear all; % bereinigt die komplette Vorgeschichte
A=[1 0.2 ; -0.3 4]% eine Matrix mit 2 Zeilen und Spalten
% ein Semikolon faengt eine neue Zeile an


http://www.gwdg.de/service/software/software-rz/sw_numerisch.html
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x=[5; -0.6] % ein Vektor als Spaltenvektor, 2 Komponenten
z=A*x % Matrix mal Vektor

B=A*A % Matrix mal Matrix

rank (A) % Dimension von Zeilen/Spaltenraum

y=1:7 % ein Folgenstueck als Zeile

z=(1:7)’ % dito als Spalte, transponiert
C=0.1%[1:7;2:8;3:9]% eine 3x7-Matrix, skalar multipliziert

C’*C % liefert eine 7x7-Matrix

CxC’ % liefert eine 3x3-Matrix

D=ones(2,3) % Matrix mit Einsen, 2x3

E=eye (5) % Einheitsmatrix, 5x5

F=exp(-z) % Operationen bilden Matrizen auf Matrizen ab
G=exp (-C) % und werden komponentenweise ausgerechnet
G(:,3) % dritte Spalte

G(2,:) % zweite Zeile

u=A\x % loest Gleichung A*u=x

x—Axu % Test

c+C’ % Fehlermeldung

Wie alle anderen Systeme dieser Art arbeitet auch MATLAB als dynamischer
Interpreter, d.h. das “Wissen” von MATLAB und die Nutzung des internen
Speichers hangt von der Vorgeschichte ab. Die Zuweisung

A=B

weist dem Bezeichner A die Bedeutung zu, die vorher dem Bezeichner B
zukam. Die vorherige Bedeutung des Bezeichners A ist verloren. Eine weitere
Zuweisung

A=C

iiberschreibt dies durch die Bedeutung des Bezeichners C. Das im Beispiel
zuerst auftretende Kommando

clear all;

bereinigt die komplette Vorgeschichte und loscht alle Bedeutungen von Be-
zeichnern. Das ist zu Beginn eines neuen und unabhéngigen m—files sinnvoll,
damit auch der bisher reservierte Speicher (workspace in MATLAB) freigege-
ben wird. Man kann sich iibrigens in einem {iber das Hauptfenster aufrufbaren
Teilfenster stets den aktuellen workspace und seine Nutzung ansehen.

Die Kommandostruktur von MATLAB ist zeilenorientiert (ein Zeile = ein
Kommando), wobei man mit ... auf eine Verldngerungszeile gehen kann,
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wenn notig. Wenn man ein Kommando mit einem Semikolon abschlief3t,
wird die Ausgabe unterdriickt. Das ist bei groflen Matrizen und Vektoren
lebenswichtig.

In MATLAB sind alle “normalen” Objekte Matrizen von double-Zahlen,
wobei Vektoren als Matrizen mit einer Spalte, n—Tupel als Matrizen mit
einer Zeile und Skalare als 1 x 1-Matrizen aufgefait werden. Im Normalfall
arbeiten alle Operationen auf kompletten Matrizen. Sonderfille mufl man
speziell behandeln. Man tut gut daran, dieses Grundkonzept nicht kiinstlich
zu verwassern, indem man statt mit Vektoren und Matrizen zu arbeiten,
auf deren Komponenten zuriickgeht. Schleifenprogrammierung ist moglich,
sollte aber wie die Pest vermieden werden, wenn sie sich nicht auf komplette
Matrizen bezieht.

Kleine Matrizen kann man in MATLAB direkt eingeben, indem man z.B. die

Matrix
1 0.2
A= (—0.3 4 )

als
A=[1 0.2 ; -0.3 4]

spezifiziert und sofort ausgibt (kein Semikolon als Abschluf}). Die Eingabe
geschieht innerhalb der Klammern [ | zeilenweise mit Leerzeichen als Trenn-
zeichen, wobei das Semikolon eine neue Zeile beginnt. Dann ist auch klar,
was

x=[5; -0.6] % ein Vektor als Spaltenvektor, 2 Komponenten

bewirkt. Ganz geméfl der MATLAB-Philosophie kann man, wenn die Grofien
stimmen, in dieser Klammernotation auch Matrizen einsetzen, um z,B.
[A -A] oder [A ; 7 -2.3] zu bilden.

Die drei Kommandos

z=A*x % Matrix mal Vektor
B=Ax*A % Matrix mal Matrix
rank (A) % Dimension von Zeilen/Spaltenraum

zeigen, wie einfach man nun in MATLAB mit Matrizen und Vektoren um-
geht. Dabei kann man die iiblichen Operationen +, —, * zwischen Matrizen
verwenden, muf} aber aufpassen, ob die Operationen bei den vorliegenden Ma-
trixgroffen auch ausfithrbar sind, sonst erfolgt eine Fehlermeldung. Es gibt
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allerdings eine sehr praktische Sonderregelung, wenn einer der Operanden
skalar ist. Dann wird die Operation als komponentenweise Skalaroperation
ausgefithrt. So kann man Konstanten zu Matrizen addieren oder Matrizen
mit festen Faktoren komponentenweise multiplizieren. Der Zugriff auf Ma-
trixelemente erfolgt iiber Indizes in runden Klammern, z.B. mit A(1,2) auf
Aqs, sollte aber nur im absoluten Notfall benutzt werden.

Zum Erzeugen von Standardmatrizen gibt es die Befehle

zeros(m,n) % Matrix mit Nullen, m x n
ones(m,n) % Matrix mit Einsen, m x n
eye(n) % Einheitsmatrix, n x n

und man kann natiirlich auch gréfere Matrizen aus Dateien einlesen, indem
man das Kommando load verwendet (man gebe im Kommandofenster help
load ein, um die genaue Syntax zu sehen).

Einer der wichtigsten Operatoren in MATLAB ist der Doppelpunkt oder
colon-Oberator. Steht er zwischen Skalaren, so erzeugt er Zeilenvektoren von
Werten:

3:7 % liefert [3 4 5 6 7]
4:2:9 % liefert [4 6 8]
0:0.15:1 % liefert [0 0.15 0.3 0.45 0.6 0.75 0.9]

Das ist extrem hilfreich zur Erzeugung von Wertetabellen, denn Funktionen
wie sin arbeiten immer komponentenweise auf kompletten Vektoren oder
Matrizen:

sin(0:0.15:1) % liefert die Sinuswerte auf
% [0 0.15 0.3 0.45 0.6 0.75 0.9]

Und wer gerne etwas Graphisches sehen mochte, sollte

x=0:0.01:2%pi;
plot(x,sin(x) ,x,cos(x))

versuchen, aber das Semikolon nicht vergessen.

Man kann die colon—Notation auch sehr gut auf Indexbereiche anwenden.
Zum Beispiel kann man die obere linke 2 x 3—Teilmatrix aus einer Matrix A
herausholen und nach B speichern mit

B=A(1:2,1:3)



4 LINEARE ALGEBRA 157

Aber der Doppelpunkt kann auch als Platzhalter mit der Bedeutung “fiir
alle” stehen. Ist etwa A eine m x n—Matrix in MATLAB, so ist A(:,3) die
dritte Spalte und A(2,:) die zweite Zeile von A.

Die Transposition einer Matrix wird durch ein nachgestelltes Apostroph
bewirkt, z.B. in

C=0.1%[1:7;2:8;3:9] 7’ eine 3x7-Matrix, skalar multipliziert
C’*C % liefert eine 7x7-Matrix
CxC’ % liefert eine 3x3-Matrix

Manchmal sind auch noch die komponentenweisen Skalaroperationen von
MATLAB niitzlich. Wenn A= (a;;) und B= (bj;) zwei Matrizen gleicher
Grofle sind, so besteht A.*B aus der Matrix (ajx - bjr). Analog ist A./B
definiert.

Aber die Stiarke von MATLAB liegt in der einfachen Verfiigharkeit hoher-
er Operationen, die das Losen von Gleichungssystemen, das Bestimmen des
Rangs oder des Kerns von Matrizen erlauben. Der Rang von A wird mit
rank (A) abgerufen, wihrend eine Orthonormalbasis des Kerns mit null (A)
und des Bildes mit orth(A) produziert wird. Hier flieft die rechengenau-
igkeitsbedingte Unsicherheit des Rangentscheids ein (vgl. Abschnitt auf
Seite [[A0). Die Losung x eines linearen Gleichungssystems A-x = b bekommt
man einfach mit

x=A\b % lost Ax=b

unter unsichtbarer Verwendung des Gaufischen Eliminationsverfahrens mit
Pivotisierung, sofern die Voraussetzungen fiir die Losbarkeit gegeben sind.
Aber man kann auch eine Q R—Zerlegung von A nach Householder mit

[Q,R]=qr(A) % A=Q*R, Q orthogonal, R obere Dreiecksmatrix

bekommen. Varianten dieses Kommandos sieht man nach Eingabe von help
qr im Kommandofenster.

Das soll hier erst einmal geniigen. Es wird dringend empfohlen, mit MATLAB
herumzuspielen.
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5 Raume mit metrischer Struktur

Bisher haben wir nur die Vektorraumstruktur benutzt, d.h. die Addition
von Vektoren und die Skalarmultiplikation Jetzt fithren wir Abstandsbegriffe
ein, die man einerseits fiir Grenzprozesse und andererseits fiir weitergehende
geometrische Sachverhalte braucht.

5.1 Metriken und Normen

Es wird jetzt Zeit, in Vektorrdaumen oder allgemeinen Mengen “Geometrie”
zu treiben, und das heiffit wortlich “Erdvermessung”. Man sollte dazu minde-
stens den Abstand von Punkten “messen” kénnen. Dazu ist nicht unbedingt
eine Vektorraumstruktur nétig, es wiirde ein Abstandsbegriff reichen.

Definition 5.1 FEine Metrik auf einer Menge M ist eine Abbildung
d: MxM-—IR

mit den Figenschaften

dz,z) = 0

d(z,y) = 0

d(z,y) = 0 impliziert x =y

d(z,y) = d(y,z)

d(z,2) < d(z,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung)

fir alle x,y,z € M. Dann heifst M mit d ein metrischer RaumlB.

Insbesondere fiir das “Messen” auf diskreten Strukturen ist der Begriff der
Metrik hilfreich, denn dort hat man keine Vektorraumeigenschaften. Zum
Beispiel braucht man in der Codierungstheorie auf den Bindrwortern in B™
die Hamming—Distaan

d((by, .. bn), (e, en)) =) |by = ¢
j=1

http://de.wikipedia.org/wiki/Metrischer_Raum

2Siidlich von Gottingen gibt es einen Hiigel (“die Gleichen”) mit zwei Kuppen. David
Hilbert soll seine Studenten immer gefragt haben, warum “die Gleichen” so heiflen. Sie
sind aber weder gleich hoch noch sehen sie gleich aus usw. und Hilberts Antwort ist: “Weil
sie gleichen Abstand voneinander haben!” Siehe dazu die Eigenschaft d(z,y) = d(y, z) der
Metrik.

3http://de.wikipedia.org/wiki/Hamming-Abstand


http://de.wikipedia.org/wiki/Metrischer_Raum
http://de.wikipedia.org/wiki/Hamming-Abstand
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welche die Anzahl der verschiedenen Bits von (by,...,b,) und (c1,...,¢,)
angibt.

Aufgabe: Warum ist das eine Metrik?

Auf der Erdkugel-Oberfliache ist der kiirzeste Abstand zweier Punkte gleich
der von einem Piloten geflogenen Luftlinie auf einem Grofkreis. Die Kugel-
oberfliche ist kein Vektorraum, aber dennoch bildet sie mit dieser sphéri-
schen Metrik einen metrischen Raum. Im engeren Sinne ist die “Geo”—
Metrie also gar keine Vektorraumgeometrie, sondern eine Geometrie im me-

trischen Raum. Man kann Dreiecke definieren, aber die Winkelsumme ist
nicht gleich 180 Grad.

Wir haben schon Kenntnisse iiber Vektorrdume, und deshalb wollen wir die
Vektorraumstruktur benutzen. Nach der allgemeinen Definition von Vek-
torrdumen kann man aber den Vektoren eines Vektorraums nicht ohne Zu-
satzvoraussetzungen eine “Lénge” zuweisen, und zwei “Punkte” uw und v
haben nicht notwendig einen Abstand. Natiirlich kénnte man den Abstand
iiber die Lénge als

Abstand (u,v) = Lénge (u —v) = Lénge (v — u)
einfithren, aber die Lange ist eben nicht definiert.
Fiir Vektoren z des IR™ geht das aber, indem man als Lénge

Z :1:? fiir alle x € IR"

j=1

2]l = [l (@1, ., 2) "] =

setzt. Man mache sich diese Formel im IR? und IR? klar. Im Komplexen sollte
man analog

n n
]|2 o= (1, ... @) "] = ijx_j = Z |z;|2 fiir alle z € C"
j=1

j=1
nehmen. Diese Langenbegriffe erfiillen die folgende
Definition 5.2 Es sei V' ein Vektorraum diber IK = IR oder IK = C'.

1. Fine Norm auf V' ist eine Abbildung

.| : V—=IR, v— || €IR firaleveV



5 RAUME MIT METRISCHER STRUKTUR 160

mit den Figenschaften

lof = 0
vl = 0 impliziert v=20
lacw]] e[l

lu+wv| < |lul|+ v (Dreiecksungleichung)
fiir alle o € IK und u, v € V.
2. Ein Vektorraum heifit normiertﬂ, enn auf ihm eine Norm definiert ist.

Man sieht, dal man hier im Skalarenkorper IK den Absolutbetrag braucht,
und deshalb verwenden wir fiir den Rest des Kapitels immer I[K = IR oder

K =C.

Bis auf die Dreiecksungleichungﬂ, die wir erst spater beweisen wollen, sollte
klar sein, da3 die obigen Félle im IR™ oder €™ Normen definieren. Es gibt
aber noch andere Moglichkeiten, z.B.

leloe = max{le,l : 1<j<n}
n Hp (5.3)
ol = (zw) -
j=1

fir alle x € IK™ und alle p € [1,00). Die Dreiecksungleichung ist im ersten
Fall relativ einfach, im zweiten Fall deutlich schwieriger zu beweisen. Den
zweiten Fall lassen wir erst einmal weg, und im ersten Fall benutzen wir die
skalare Dreiecksungleichung:

Iz +ylle = max |z; +y;l
< max (|| + [5])
< . )
< g bl + oo ol
=l + l[llco-

Im IK™ ist die Einheitskugel gegeben durch
{zre K" : Jall; < 1},
und die Einheitssphére ist

{z € IK" : ||z|» = 1}.

Thttp://de.wikipedia.org/wiki/Normierter_Raum
%http://de.wikipedia.org/wiki/Dreiecksungleichung


http://de.wikipedia.org/wiki/Normierter_Raum
http://de.wikipedia.org/wiki/Dreiecksungleichung
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Ersetzt man die Norm ||.||; durch eine allgemeinere Norm ||.||,, 1 < p < oo,
so bekommt man “p—Einheitskugeln”. In Abbildung [[ sieht man das im Falle
des IR%. Von innen nach auen sieht man die “Kugeln” (in diesem Falle besser
“Kreise”) fir p =1, 1.5, 2, 5, 2000. Dazu gibt es ein MATLAB-Programml.

p—Einheitskugeln im R? fAvir p=1, 1.5, 2, 5, 2000

1t
0.8
0.6
0.4
0.2
-0.2f
-041
-06F
-08}

b

n .
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Abbildung 1: p—Einheitskugeln

Fiir viele Anwendungen ist folgende einfache Abschitzung des Skalarproduk-
tes wichtig:

Theorem 5.4 Fiir beliebige Vektoren x,y € IK™ gilt

n
§ :fb’jyj
j=1

Wir unterdriicken hier den Beweis der allgemeineren Hélder—Minkowski—
Ungleichung

2"yl =

n n
< D lasllysl < max Jaal Y lysl = llzllos -yl
j=1 j=1

1<k<n

Tyl < llzll, - 1yl
fir alle z,y € IK™ und fiir alle p, ¢ € [1, 00| mit % + % = 1.
Man sollte sich klarmachen, dafl Normen Abstandsbegriffe sind, die in der

Praxis sehr wichtige und unterschiedliche Bedeutung haben. Ist etwa z =
(11,...,2,)T € IR™ ein Vektor, dessen Komponenten Kostenanteile an einem


http://www.num.math.uni-goettingen.de/schaback/teaching/texte/MafIA/pnorm.m

5 RAUME MIT METRISCHER STRUKTUR 162

Produkt sind, so gibt ||z||; die Gesamtkosten des Produkts und ||z| die
Kosten des teuersten Anteils an. Ist € IR? ein Vektor der Ebene, so ist
||z||2 der normale euklidische Luftlinienabstand zum Nullpunkt, wihrend
man ||x||; als “Taxifahrerabstand” zum Nullpunkt ansehen kann (Skizze in
der Vorlesung).

Noch interessanter wird es, wenn man in unendlichdimensionalen Vek-
torrdumen Normen einfithrt. Das kann man zum Beispiel auf dem Raum

IRY :={f : IN — IR, f(n)# 0 nur fiir endlich viele n € IN'}

machen, indem man ganz analog

Iflle = max{lf()] : g & )
Hmp:=<§]ﬂmﬂ

fiir alle f € IRY definiert. Im Vorgriff auf Spiiteres definiert man im Raum
Cla,b] der stetigen reellwertigen Funktionen auf einem Intervall [a,b] C IR
die Normen

[flle = max{[f(t)] : a <t<b}

nmpﬁ:([umwgw.

Dies soll erst einmal als Beispielsammlung reichen. Wichtig ist dabei nur, daf3
die Normeigenschaften gelten, und dafl man keinesfalls bei der Normdefinition
auf simple Rdume wie IR" oder C™ eingeschrénkt ist.

Man bekommt aus normierten R&umen immer auch metrische Raume:
Theorem 5.5 Ist ||.|| eine Norm auf einem Vektorraum V', so ist V' mit
d(u,v) = ||lu—| fir alle u,v € V

ein metrischer Raum.

5.2 Norméiquivalenz

Es ist hier und auch im néchsten Kapitel wichtig zu wissen, wie sehr sich die
auf einem festen Vektorraum moglichen Normen unterscheiden konnen.

Definition 5.6 FEs sei V' ein Vektorraum diber einem Grundkéorper IK. Zwei
Normen ||.||a und ||.||p auf V' heiffen &quivalent, wenn es positive reelle
Konstanten ¢, C' gibt mait

¢-l[vlla < llolls < C - llolla fiir alle v € V.
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Es ist einfach zu beweisen (wie?), dafi man dadurch eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der Normen auf V' hat. Obwohl der folgende Satz auch in
allgemeinen endlichdimensionalen Vektorrdumen gilt (er ist in unendlichdi-
mensionalen nicht richtig), beweisen wir ihn in diesem Text nur fiir einen
Spezialfall, und in diesem Abschnitt nur zur Hélfte:

Theorem 5.7 Auf den Vektorrdumen IR"™ sind alle Normen dquivalent.

Beweis: Wir haben bisher nur ||.|» als Norm auf IR" nachgewiesen. Jetzt
sei ||.|| eine beliebige andere Norm und x € IR"™ vorgegeben. Mit den Norm-
eigenschaften und Theorem B4 folgt

]l =

n
D e,
j=1
n
< > lasllel
=t
< el Nl
j=1

und man setzt C' := > °7 | [lej]| um ||lz[| < C - ||z[| zu erhalten. Die um-
gekehrte Ungleichung sparen wir uns fiir das néchste Kapitel auf. Wir
haben also, daf die Norm ||.||« zu allen anderen Normen dquivalent ist. Dann
sind wegen der Transitivitdt alle Normen auf IR™ dquivalent. O

An dieser Stelle sollte man die einfachsten Norméquivalenzkonstanten im IR"
oder C'™ angeben:

lzll, < ¥n |z firallep>1
[2]]o < 1- ||z||, furalle p>1, und daraus auch
<

[k e xlly  fiicalle p,g > 1.

Aufgabe: Man beweise das. Im dritten Fall gibt es bessere Abschéitzungen,
aber die sind schwieriger und werden weggelassen.

Theorem 5.8 Auf endlichdimensionalen Vektorrdumen dber IR sind alle
Normen dquivalent.

Beweisskizze: Ist V' ein n—dimensionaler Vektorraum iiber /R mit einer
beliebigen Norm ||.||y/, so kann man sich eine Basis {vy,...,v,} verschaffen
und den Standard-Isomorphismus

n
. n T
T :R"—=V, (a,...,q5) — E Q;v;
Jj=1
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benutzen, um eine entsprechende Norm
|z|| := ||T'(z)||v fir alle z € IR"

auf IR" zu definieren. Macht man dies sinngemé$ fiir zwei Normen auf V', so
folgt die Aquivalenz dieser Normen aus der Aquivalenz der entsprechenden
Normen auf IR". a

Die obigen Resultate gelten sinngeméfl auch fiir die Rdume €™ und endlich-
dimensionale Réaume iiber €. Die Beweise werden hier aber nicht in voller
Breite ausgefiihrt. Es sollte reichen, dafl man Vektoren des €™ durch Zerle-
gung in Real- und Imaginéarteil der Koeffizienten als Vektoren des IR" x IR"
auffassen kann:
S (zitiye; = Y wiej iy yje

—1 j=1

Jj=1 Jj=
n n
E l‘j@j, E yjej .
Jj=1 Jj=1

Dabei stimmen die ||.||s~Normen iiberein:

12

n

> (@ +iys)e;

J=1

n

= > (ol + gl

2)on j=1
n n
E :fb’jejaE :yjej
j=1 j=1

Zusammen mit dem Standardisomorphismus kann man sich deshalb beim
Studium endlichdimensionaler Vektorrdume iiber IR oder €' in vielen Féllen
auf den IR" zuriickziehen. Wir werden im folgenden diese Bijektion (etwas
lax) ebenfalls als Standardisomorphismus zwischen dem €™ und dem IR*"
bezeichnen.

27R2n

In unendlichdimensionalen Rdumen gilt die Norméquivalenz im allgemeinen
nicht. Und in der Praxis erlaubt die Norméquivalenz nicht, sich auf eine
spezielle Norm zu beschréinken, denn die verschiedenen Normen haben ja sehr
wichtige praktische Bedeutungen, wie wir oben schon angedeutet haben.

5.3 Innere Produkte

Aber wir gehen zuriick zu den Rédumen IR™ bzw. C" unter der Norm .||z,
weil wir in diesem Fall mehr als nur eine Norm bekommen. Wir schreiben
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T

eine Variante des Skalarprodukts zweier Vektoren z = (z1,...,2,)" und

Y= (yla"'ayn)T als

(2,9)2 = Zﬂij_j =2’y
j=1

hin und stellen fest, daf ||z||3 = (z,z)s gilt. Im reellen Fall sind die Quer-
striche natiirlich iiberfliissig. Das ist ein Spezialfall der folgenden Situation:

Definition 5.9 FEine skalarwertige bindre Abbildung
(,.) : VXV - IK

auf einem Vektorraum V tber IK = IR oder IK = C' heifit inneres Produkt
oder Skalarproduktﬂ, wenn fir alle x,y € V' gilt

(z,2) > 0

(x,x) = 0 impliziert x =0
(z,y) = (y,2)

(,,y ist linear, d.h.

)
(cu+ pu,y) = alu,y)+ B(v,y) fir ale o, B € IK, u,v € V.
Aus der Definition folgt sofort auch die Antilinearitét

(x,0u+ pv) = (au+ fv,x)

a(u,x) + (v, x)

a(u,z) + B(v, z)

= a(xz,u) + fB(z,v) fur alle o, g € IK, u,v € V.

Im reellen Fall bezeichnet man ein inneres Produkt auch als Bilinearform,
im komplexen Fall als Sesquilinearform.

Theorem 5.10 Hat ein Vektorraum V dber IK = IR oder IK = C ein
inneres Produkt (.,.), so ist durch

vl :== v/ (v,v) fir allev eV

eine Norm aué V' definiert und es gelten die Cauchy—Schwarz’sche Un-
gleichundg H
[ (u, 0)] < Jlullf|v]]

"http://de.wikipedia.org/wiki/Skalarprodukt
?http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Cauchy.html
3http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Schwarz.html
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Schwarzsche_Ungleichung
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und die Parallelogrammgleichungﬂ
lu+ol* + flu = v]* = 2[Ju]]* + 20|

fiir allew,v € V. Zwei Vektoren u,v € V heiflen orthogona]ﬁ, wen@u, v) =
0 gilt. Fir orthogonale Vektoren u,v gilt der Satz des Pythagora;

lu+v]l* = [lull® + [lv]*

Beweis: Bis auf die Dreiecksungleichung sind die Normeigenschaften klar.
Mit Schulkenntnissen kann man die Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung be-
weisen, indem man fiir feste Vektoren u,v € V eine Kurvendiskussion der

Funktion
ft) == JJut+t-v|[[*>0firallete K

= lull2 + [0l + T, 0) + to,w)

reell

ausfithrt. Im komplexen Fall setzt man noch

)

|(u, v)]|

mt reellem 7 an, und man kann ohne Einschrankung annehmen, dafl (u, v) # 0
gilt. Es folgt jetzt

=

g(r) == ||ul|® + r*||v||* + 2r|(u,v)| > 0 fiir alle r € IR.

Eine quadratische Funktion der Form ar? + 2br + ¢ mit a > 0 ist genau dann
nichtnegativ fiir alle r, wenn b* < ac gilt, denn man hat

Vva

> ——+tc
a

b \° v
ar? +2br +c¢ = (r\/aJr—) ——+c
a a
2

und das Minimum wird angenommen. Es ist genau dann nichtnegativ, wenn
b* < ac gilt, und wir bekommen |(u,v)|? < |Jul|?[Jv]|?.

Die Parallelogrammgleichung ergibt sich durch Ausmultiplizieren:
lull2 + (w,0) + (v,u) + [Jv]]?

HMb;@uw;NMU%HWW
2|[ul[* + 2[|v[|*.

lu+ vl + [lu = v|?

I+ 1

"http://de.wikipedia.org/wiki/Parallelogrammgleichung
?http://de.wikipedia.org/wiki/Orthogonalit¥%C3%A4t
3http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Pythagoras.html
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_des_Pythagoras
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Die Dreiecksungleichung folgt aus der Cauchy—-Schwarz’schen Ungleichung
mit

lutvl* =l + [lvl* + (u,0) + (v, )
<l 4 [vl* + 2/ (u, )]
<l + [lvl? + 2 o]
= (lull + [lo]))?
und die erste Zeile dieses Arguments liefert den Satz des Pythagoras. O

Definition 5.11 FEin Vektorraum mit innerem Produkt heiffit auch Pra—
Hilbert-Raunfl B. Ist der Grundkorper tber IK reell, so heifit der Raum
euklidisch (. Im euklidischen Raum ist der Winkel Z(u,v) zwischen zwei

Vektoren u,v € V' \ {0} definiert durch

cos((u,v)) = L2V (5.12)

ol

Das ist motiviert durch den CosinussatA] der ebenen Trigonometrie, der oft
auch in der Form

lu+ol* = ull® + [loll* + 2[[ull[lv]| cos(£(u, v)

als Verallgemeinerung des Satzes von Pythagorasﬁ formuliert wird. Durch
Vergleich mit
lu+ ol = [lull® + [[o]* + 2(u, v)

ergibt sich dann die Gleichung (BIZ). Den Cosinussatz kann man mit ele-
mentaren Mitteln beweisen (siehe unten), wenn man schon weifl, was ein
Winkel ist. Umgekehrt kann man ihn, wie oben, zur Definition von Winkeln
in allgemeinen Vektorrdumen iiber /R mit innerem Produkt verwenden.

Hier kommt ein kleiner Einschub zum Cosinussatz. Man sehe sich Figur
an.

' http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Hilbert.html
?http://de.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%A4hilbertraun
3http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Euclid.html
“http://de.wikipedia.org/wiki/Euklidischer_Raum
Shttp://de.wikipedia.org/wiki/Winkel
Shttp://de.wikipedia.org/wiki/Kosinussatz
"http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_des_Pythagoras
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z i

Abbildung 2: Cosinussatz

Der Vektor y — z ist orthogonal zu x, und z ist ein Vielfaches von z. Dann
folgt aus dem Ansatz z = ax und

(y—z2) = 0
(y,z) = (22)
= afx, )

= allz(3

notwendig die Gleichung

(. )
[E4lF:
(2, y)]
]2

1112

und man kann den Satz des Pythagoras anwenden:

Wiz = I1=lZ + IyllZsin®
lylZcosto = 22
_ (zy);
EE
Iyllscosp = (&¥)2
B

wobei die letzte Gleichung das Vorzeichen bei spitzen und stumpfen Winkeln
richtig setzt.

Wir sehen uns noch an, was im euklidischen Raum unter dem {iblichen
inneren Produkt passiert, wenn man eine Matrix A = (a;j;) € IK™ ™ hat
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und fiir zwel Vektoren v € IK™ und v € IK™ die inneren Produkte

(Au,v)y = ul ATy
= ulA*w
= (u, A*)sy

(v, Au)y = (Au,v),
= (u, A*v),y
= (A*v,u)y

ausrechnet. Man sieht, dafl in beiden Féllen die Matrix auf das andere Argu-
ment des inneren Produktes verschoben werden kann, wenn man sie transpo-
niert und zum konjugiert Komplexen iibergeht. Diese Rechentechnik ist von
grofler praktischer Bedeutung und mufl unbedingt beherrscht werden.

Ohne hier die Wohldefiniertheit zeigen zu koénnen, geben wir an, wie sich
dieser Trick verallgemeinern l&3t:

Definition 5.13 Es sei T eine lineare Abbildung zwischen zwei Prd—Hilbert—
Raumen U und V_iiber IK mit inneren Produkten (.,.)y und (.,.)y. Dann ist

die AdjungiertdB zu T eine Abbildung
T V->U
mit der Eigenschaft
(T'(u),v)y = (u,T*(v))y fir aleuwe U, veV.

Das ist etwas anderes als die duale Abbildung von V* in U*, obwohl in vielen
Féllen ein enger Zusammenhang besteht. Man kann diesen Zusammenhang
erahnen, wenn man das innere Produkt benutzt, um zu jedem u € U ein
Funktional A\, € U* mit

Au(w) := (w,u)y fir alle w € U

zu definieren. Es ist aber keineswegs klar, ob man damit alle denkbaren
Funktionale aus U* bekommt. Wenn das aber doch so ist (und man erfihrt
in der Disziplin “Funktionalanalysis” Bedingungen dafiir), so kann man zu
jedem v € V das Funktional u — (T'(u),v)y in U* bilden und schreibt es als
ein A, mit A\, (u) = (u, 2)y = (T'(u),v)y und definiert 7*(v) := 2. Das klappt.

Im IR™ oder €™ kann man eine Vielzahl von inneren Produkten definieren,
indem man sie iiber spezielle quadratische Matrizen einfiihrt.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Adjungierter_Operator
%http://de.wikipedia.org/wiki/Adjungierte_Matrix
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Definition 5.14

1. Jede n x n—Matriz A tiber IK definiert eine quadratische Forml]

n

qa(z) ;= 2T Az = Z Zajkxjx_k fiir alle v € IK™

j=1 k=1
mit Werten in IK.

2. Ist A reell und symmetrisch, oder ist A komplex und hermitesch, so ist
die quadratische Form qu reellwertig.

3. Die Matrixz A heif$t in diesen beiden Fillen positiv semidefinit, wenn
qa(x) > 0 fir alle x € IK™ gilt.

4. Sie heif$t positiv deﬁnitﬁ, wenn zusdtzlich x = 0 aus ga(x) = 0 folgt.
5. In diesem Fulle ist
(z,9)4 =27 Ay + K" x IK" — IR (5.15)
ein inneres Produkt.

6. Zu jeder Matrix A € IK™ " ist die Matriz A*A € IK™"™ hermitesch
und positiv semidefinit. Sie ist positiv definit, wenn A den Rang n hat.

In der Definition sind mehrere Behauptungen versteckt, die zu beweisen sind.
Zuerst die Reellwertigkeit im Falle A = A*:

qu(z) = 2TAz
= 77 Ax
= :ETZTE
= 2TAT
= ol Az
= qa(x) fiir alle x € IK™.

Die nach Definition zu fordernden Eigenschaften eines inneren Produktes
rechnet man leicht nach, wenn A positiv definit ist.

Nehmen wir eine Matrix A € IK™*™ her und berechnen die quadratische
Form -
qa-a(T) = T A* Az = ||Az|)5 > 0.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische_Form
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Definitheit
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Das liefert die letzte Aussage der “Definition”. a

Positiv definite Matrizen und die von ihnen erzeugten inneren Produkte der
Form (BTH) treten in der Optimierung und in der Statistik haufig auf. Wir
werden auf dieses Thema zuriickkommen.

5.4 Orthogonalitit und Orthonormalbasen
Definition 5.16 FEs sei V' ein Prdi—Hilbert—-Raum tiber IR oder C.
1. Zwei Vektoren u,v € V' heiffen orthogonalﬂ, wenn (u,v) =0 gilt.

2. Zwei Unterriume U und W heiflen orthogonal, wenn (u,w) = 0 fir
alle w € U und alle w € W gult.

3. Ist U ein Unterraum von V', so ist
Ut :={veV : (v,u)=0 fir alleu € U}

der Orthogonalraum zu U (lies: “U senkrecht”). Der Orthogonal-
raum wird auch als orthogonales Komplementi] bezeichnet.

4. Fine Basis aus paarweise orthogonalen Vektoren heif$t Orthogonal-
basis.

5. Fine Orthogonalbasis, deren Vektoren alle die Ldnge 1 haben, heifit
Orthonormalbasid].

Natiirlich sind die Einheitsvektoren des IK™ eine Orthonormalbasis des IK™,
und der Raum IR" ist euklidisch unter dem Skalarprodukt als innerem Pro-
dukt. Weitere Orthonormalbasen bekommt man durch die Zeilen— und Spal-
tenvektoren orthogonaler Matrizen:

Theorem 5.17 FEs sei A eine orthogonale oder unitire n x n—Matrix. Dann
gilt:

1. JJA-z|| = ||z|| fir alle x € IK™, d.h. A lafst Lingen invariant.

2. (A-z,A-y) = (z,y) fir alle x,y € IK™ d.h. A lafit innere Produkte
invariant, und im reellen Fall lGfst A auch alle Winkel invariant.

3. A bildet Orthogonalbasen in Orthogonalbasen ab.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Orthogonalit%C3%A4t
%http://de.wikipedia.org/wiki/Komplement_(lineare_Algebra)
3http://de.wikipedia.org/wiki/Orthonormalbasis
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4. Dasselbe gilt fiir Orthonormalbasen.

5. Die Zeilen und Spalten von orthogonalen oder unitiren Matrizen sind

Orthonormalsysteme.
6. Ein Basiswechsel im IR" von der Standardbasis {ey,...,e,} in eine
andere Orthonormalbasis {uy, ..., u,} ist durch eine Orthogonalmatriz

U mit den Spalten uy, ..., u, gegeben.

Beweis: Es reicht, die zweite Eigenschaft zu zeigen, denn daraus folgen alle
anderen (wieso?). Es gilt aber unter den obigen Bezeichnungen

X X —_ T AT A% ,,*
(A-z,A-y) xAIAy

Ty*

= (z,y).
O

In Orthonormalbasen haben Vektoren besonders schone Koeffizientendarstel-
lungen. Ist etwa vy, . .., v, eine Orthonormalbasis eines n—dimensionalen Vek-
torraums V', so hat jedes v € V' die Darstellung

n

v = Z(v,vj)vj

j=1

wie man leicht nachrechnet, und es folgt sofort auch

n
loll* =D 1w, 0)I.
j=1

Die Koeffizienten (v, v;) sind ganz eng an die Lénge ||v|| des Vektors gebun-
den.

Wegen dieser wunderbaren Eigenschaften sind Orthonormalbasen fiir euklidi-
sche Rédume extrem wichtig, und wir werden darauf zurtickkommen. Vorerst
aber noch ein nicht ganz so naheliegendes, fiir die digitale Signalverarbeitung
zentrales Beispiel. Man betrachte den Vektorraum der reellwertigen Funktio-
nen f auf IR mit Periode 27, d.h. mit

f(t+2m) = f(¢t) fiir alle ¢ € IR.

Darin liegen alle trigonometrischen Funktionen sin(jt) und cos(jt) fiir j =
0,1,2,... usw. Mit dem reellwertigen inneren Produkt

(u,v) = 1 /7r u(t)v(t)dt

™ —T
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sind die genannten Funktionen zusammen mit der konstanten Funktion 1/ V2
orthonormal. Dies kann man mit guten Schulkenntnissen beweisen, aber wir
werden das spéter etwas eleganter machen. Die infiniten Linearkombinationen

f(t) == ag+ ) (a; cos(jt) + b; sin(jt)) (5.18)
j=1
nennt man Fourierreihen, und man benutzt sie zur Darstellung periodischer
Signale. Davon spéter mehr.

Die orthogonalen n x n-Matrizen beschreiben nach Satz 17 die Ubergéinge
zwischen dem Standard-Orthonormalsystem der Einheitsvektoren des IR™
und beliebigen anderen Orthonormalsystemen. In diesem Einschub sehen wir
uns an, was dies bei Anwendung auf Matrizen bedeutet.

Eine beliebige lineare Abbildung IR™ — IR™ ist, wie wir schon wissen, durch
eine Matrix A € IR™*™ als x — A-x darstellbar. Ein Basiswechsel im IR" von
der Standardbasis {ey,...,e,} in eine andere Orthonormalbasis {uy, ..., u,}
ist durch eine Orthogonalmatrix U mit den Spalten uq, ..., u, gegeben, denn
dann gilt ja Ue; = u;, 1 < j < n. Analog ist ein Basiswechsel im IR™ auf eine
neue Orthonormalbasis {vy, ..., v, } durch eine m x m—Orthogonalmatrix V'

beschreibbar.

Die Frage ist nun, ob man durch eine geeignete Basenwahl im Bildraum
und im Urbildraum erreichen kann, daff man in den beiden neuen Basen die
Abbildung A auf eine besonders einfache Form bringen kann. In den neuen

Basen wird die Abbildung durch V- A- U=t =V - A.U” beschrieben, weil

span {e;} 4 span {ey}
) %
span {u;} v-ay™ span {v}

gilt. Die Orthogonalmatrizen lassen euklidische Langen, Winkel und Abstédnde
unveréndert. Deshalb mufl man von der transformierten Matrix erwarten,
dafl sie Langenverdinderungen vornimmt. Im Idealfall ist sie so simpel struk-
turiert, dass sie die Einheitsvektoren e, entweder in Null oder in Streckungen
opep mit o, > 0 tiberfiihrt, d.h. sie hat die Form S = (s;;,) € [R™*" mit
Sjk = 005 = 00k, 1 <j<m, 1<k <nmito; >0, 1<j<min(m,n).

Und es zeigt sich in der Tat, dafl man zu jeder m x n—Matrix A geeignete Or-
thogonalmatrizen U € O(n) und V € O(m) finden kann, so daB V-A-U~! = S
mit einer so einfachen m x n—Streckungsmatrix S gilt. Umgekehrt heifit das
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aber auch, daB man jede Matrix A als A = U” - S -V schreiben kann, und
das nennt man eine Singulﬁrwertzerlegunéﬂ. Fiir das praktische Rechnen
ist die Singuldrwertzerlegung sehr wichtig, weil sie zu gegebener Matrix A
eine sehr gute Wahl neuer Orthonormalbasen durchfiihrt, in denen die Wir-
kung von A besonders einfach beschreibbar ist. Denn es ist einfach, Rang,
Bild und Kern von S zu bestimmen (wie?), und damit bekommt man sofort
auch Rang, Bild und Kern von A mit passenden Basen. Aber das Verfah-
ren zur Berechnung einer Singuldrwertzerlegung ist an dieser Stelle noch zu
schwierig. Wir greifen das Thema in Abschnitt auf Seite wieder auf,
sobald wir den Konvergenzbegriff fiir Folgen im IR™ zur Verfiigung haben.
Jacobi-Matrizen bzw. Givens-Rotationen werden sich dabei als sehr niitz-
lich erweisen. Wir beschranken uns dabei aber auf reelle und symmetrische
Matrizen A = AT, und dann wird man wegen

A=U".S.v=AT=W"-5s- VYT =vTstu

anstreben, die Zerlegung mit U = V zu machen, zumal S automatisch
symmetrisch ist. Man bekommt dann also

A=UTSU =U"'SU

mit einer Diagonalmatrix

g1 0 0
g — 0 09 0
0 0 On

deren Diagonalelemente Eigenwerte heiflen. Doch dariiber mehr in in Ab-
schnitt @ auf Seite

Orthonormalbasen sind also eine feine Sache, aber man mufl beweisen, dafl
es sie in beliebigen Pra—Hilbert-Raumen auch gibt. Dazu

Theorem 5.19 Ist V' ein endlichdimensionaler Prdi—Hilbert—Raum, so hat
V' eine Orthonormalbasis.

Beweis: Wir beginnen mit einer beliebigen Basis {vy,....v,} und konver-
tieren sie mit dem Orthogonalisierungsverfahren von Erhard Schmidtf]
in eine Orthogonalbasis {us,....u,}. Das machen wir induktiv und fangen

"http://de.wikipedia.org/wiki/Singul¥%C3%A4rwertzerlegung
%http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Schmidt.html
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damit an, dafl mit u; := v; die Vektormenge {u;} aus paarweise orthogona-
len Vektoren besteht. Nun nehmen wir an, wir hatten schon aus {v,....v;}
eine Menge {uy, ....u;} aus paarweise orthogonalen Vektoren erzeugt. Dann
machen wir einen Ansatz

k

Ukt1 = Vpt1 + g U
Jj=1

und bestimmen die Koeffizienten so, dafl (ugy1,u,,) = 0 fiir 1 < m < k gilt.
Das funktioniert, wenn man wegen

k
(whs1, ) = (U ) + D 11t i)
j=1

= (vk-i-lv um) + am(uma um)
die Koeflizienten als

(Uk+17 um)

1< <k
RV R

Oy = —

wéhlt. Nun haben wir per Induktion eine Orthogonalbasis, und durch Renor-

mierung u; — u;/||u;|| bekommen wir eine Orthonormalbasis. Fiir spétere

Zwecke halten wir noch fest, dafl unsere Konstruktion garantiert, daf stets
gilt

(vj,up) =0, 1 <j<k<n. (5.20)

O

Theorem 5.21 In euklidischen Vektorrdumen V' gelten fiir jeden endlichdi-
mensionalen linearen Unterraum U die Beziehungen

U+U+ =V
Unut = {0}

d.h. die SummeV = U + U~ ist direkt.

Beweis: Fiir ein u € UNU* gilt (u,u) = ||ul|?> = 0, also u = 0. Wir nehmen
uns eine Orthonormalbasis {uy,....u,} von U her und definieren zu jedem
Vektor v € V' die Vektoren

n

Uy = Z(v,uj)quU
j=1

Lo

v

Uy = U — Uy.
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Es folgt
(qu;_v uk) = (U — Uy, uk)

= (0= (v, u)uy, up)

j=1

= (v,uk) = Y (v, ;) (uy, ug)
j=1
(0, ur) = (v, u)
= Ofirallel <k<n
und deshalb liegt u- in U+ und v € U + UL, O

Die im Beweis benutzte Abbildung v +— wu, ist von enormer Bedeutung:

Definition 5.22 Ist U ein n—dimensionaler Unterraum eines Prd—Hilbert—
Raums V', und hat U eine Orthonormalbasis {uy, . .., u,}, so ist die Abbildung

P, 0 VU
v— Py(v) = Z(v,uj)uj eU
j=1

der orthogonale Projektor von V auf U.

Theorem 5.23 Unter den obigen Bezeichnungen hat ein orthogonaler Pro-
jektor Py die Eigenschaften

Py ist linear
Py(u) = wu firaleuweU
Py(ut) = 0 fiir alle ut € U+
Pyo Py = Py (Idempotenz)
Idy — Py : V —=U*+
(Idy — Py) o (Idy — Py) = Idy — Py (Idempotenz)
|lv—Py(v)|]| = ZnelgHv—uH fir allev e V.

Beweis: Die ersten vier Eigenschaften sind elementar nachzurechnen, und
die fiinfte folgt aus Theorem BZIl Die sechste folgt sofort aus der vierten.
Wir miissen nur noch die Minimaleigenschaft beweisen, und dazu nehmen
wir einen beliebigen Vektor v € V' her und schreiben einen beliebigen Vektor
u e U als u=u— Py(v)+ Py(v). Dann rechnen wir den Abstand aus und
benutzen den Satz des Pythagoras:

Jo—ulP = o= (u=Py(v) + Po(o))’
= o= Polo)~(u = Ro)I?

lv = Py()|* + [lu — Py(v)]?
lv = Pu(v)I?

AV
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mit Gleichheit genau dann, wenn v = Py (v) gilt. O

Der orthogonale Projektor Py bildet also einen beliebigen Vektor v € V' auf
den eindeutig bestimmten Vektor Py (v) € U ab, der zu v unter allen anderen
Vektoren aus U den kiirzesten Abstand hat. Die Verbindungsgerade von v
zu Py(v) € U steht auf U senkrecht (Skizze in der Vorlesung).

Die Minimaleigenschaft der orthogonalen Projektoren ist in vielen Anwen-
dungen von zentraler Bedeutung, zum Beispiel in der auf Gausd] zuriick-
gehenden Ausgleichsrechnung mach der Methode der kleinsten Qua-
drate. Dabei hat man einen grofien Vektor b € IRY von MeBergebnissen,
die sich, wenn keine Fehler vorliegen wiirden, als Wert A - x einer linearen
Abbildung schreiben lassen miifiten, die durch eine N x n—Matrix A mit
n << N (n sehr klein gegen N) gegeben ist. Man will den Vektor x € IR"
berechnen, aber wegen der Fehler kann das lineare Gleichungssystem A-z = b
nicht 16sbar sein, und es hat ohnehin im Normalfall viel mehr Gleichungen
als Unbekannte.

Man zieht sich aus der Affire, indem man ein z sucht, das die Linge des
Fehlervektors b — A - x minimal macht. Wenn man sich ||b — A - z||3 ansieht,
minimiert man dabei die Summe der Quadrate der Komponenten des Fehlers,
was den Namen der Methode erklart. Mit unseren bisherigen Kenntnissen ist
schon klar, wie man das Problem jetzt angehen sollte: man definiert den
Unterraum U := A(IR") C IRN und projiziert b auf U, um das Bild Py (b)
zu bekommen, das unter allen Elementen von U den kiirzesten Abstand zu
b hat. Die Losung hat die Form

n

PU(b) = Z(bvuj)uj

J=1

mit einer Orthonormalbasis {ui,...,u,} von U = A(IR"). Dazu hat man
aus den Spalten von A eine Orthonormalbasis mit gleicher linearer Hiille
zu erzeugen, aber wir wollen erst spéater ausfithren, wie man das praktisch
macht. Im Prinzip kann man das Orthogonalisierungsverfahren von Erhard
Schmidt nehmen, aber es ist rechentechnisch heikel.

Aber wir konnen einiges direkt ausrechnen. Zuerst ein

Lemma 5.24 Hat eine N x n—Matriz A diber IR mit N > n den mazimalen
Rang n, so ist AT A symmetrisch, nicht singulir und positiv definit.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Gauss.html
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Dafl AT A symmetrisch ist, folgt aus
(ATA)T = AT(AT)T = AT A.

Sowohl die positive Definitheit als auch die Invertierbarkeit von AT A folgt,
wenn wir zeigen koénnen, dafl aus Ar = 0 immer x = 0 folgt, d.h. wenn
A injektiv ist (Frage: warum?). Wegen der linearen Unabhéngigkeit der n
Spalten von A mufl A aber injektiv sein. O

Wegen des Lemmas kann man unter dessen Voraussetzungen immer das
Gauflsche Normalgleichungssystem

ATAx = A"
16sen, als Ersatz fiir das eventuell {iberbestimmte lineare Gleichungssystem
Ax =b.
Theorem 5.25 Die Lisung des Gaufischen Normalgleichungssystems liefert
auch das Minimum von
| Az — 13
unter allen x € IR™.

Weil die obige Minimierung eine Summe von Quadraten moglichst klein
macht, heiflt diese Technik auch Methode der kleinsten Quadrateﬂ.

Sei x € IR" eine Losung des Gauflschen Normalgleichungssystems, und sei
y € IR™ ein beliebiger Vektor. Dann untersuchen wir

[A(@ +y) b3 = (Alz+y) —b)"(Alz +y) —b)
(x+y)TATA(x +y) — 20T A(x + y) + bTD
2T AT Az + 22T AT Ay + yT AT Ay
—2(ATh) T2z —2( Yy +07b

ATy

<~
AT Az

2T AT Az + yT AT Ay — 2(ATh) Tz + b7

> 2T AT Az — 2(ATb)Tx + b
= [|Az —b|f3
weil wegen der positiven Definitheit immer y? AT Ay > 0 gilt. O.

Noch ein kleiner “hack” fiir Interessierte: Wir haben bei der Definition des or-
thogonalen Projektors Py vorausgesetzt, dass U endlichdimensional ist. Man
kann dann aber auch Py := Idy — Py definieren und bekommt ganz analoge
Eigenschaften fiir P.. Vertauscht man U und U~ in dieser Argumentation,
so stellt man fest, dass sich Orthogonalprojektoren Py auch dann definie-
ren lassen, wenn U~ statt U endlichdimensional ist. Sind weder U noch U+
endlichdimensional, braucht man Zusatzvoraussetzungen.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Methode_der_kleinsten_Quadrate
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5.5 Geraden, Hyperebenen, Spiegelungen, Drehungen

Wir sehen uns jetzt noch einmal im IR"™ die Gerader] und Hyperebenenﬁ an.
Gerade sind Punktmengen der Form

Glz,r)={z+a-r : a€eRy=x+1IR-r

fiir Vektoren € IR™ und r € IR™\{0}. Der Vektor r heifit Richtungsvektor
und gibt die Richtungfl der Geraden an. Er kann normiert werden zu I7|l2 =
1. Gilt dies, und sind zwei Punkte u; := x 4+ aq - r,us := x + ao - r auf
der Geraden G(x,r) gegeben, so ist deren Abstand durch |a; — ap| aus den
Koeffizienten des Richtungsvektors ablesbar, weil

Jur —ualls = [z +ar-r—(z+az 7|2
= (a1 — ag) - 72
= |ou — [l
= Jay —

gilt.

Geraden sind affine Unterrdume. Zwei Geraden heiflen parallel, wenn ihre
Richtungsvektoren linear abhingig sind. Eine Gerade G(z,r) geht genau
dann durch den Nullpunkt, wenn x und r linear abhéngig sind, und dann gilt
G(z,r) = G(0,7) und man hat einen eindimensionalen linearen Unterraum.

Frage: Warum gelten diese Aussagen?

Aufgabe: Wie berechnet man fiir einen beliebigen Punkt v € IR™ dessen
Abstand zu einer gegebenen Geraden G(z,7)?

Hyperebenen sind beschreibbar durch nichttriviale inhomogene lineare Glei-
chungen der Form (EZZ4]). Dazu braucht man einen Vektor a € IR™\ {0} und
einen Skalar 3, und man betrachtet den affinen Unterraum

H(a,f) ={r € IR" : a"v = j3}.

Der zugehorige lineare Unterraum mit Codimension 1 ist die Nullpunkts-
hyperebene H(a,0) = ker (x — a’z), und sie ist der Orthogonalraum der
Nullpunktsgeraden

G0,a)=R-a:={a-a : a € IR} = H*(a,0).

"http://de.wikipedia.org/wiki/Gerade
2http://de.wikipedia.org/wiki/Hyperebene
3http://de.wikipedia.org/wiki/Richtungsvektor
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Diese Gerade (und damit auch der feste Vektor a) steht auf allen Hyperebe-
nen H (a, ) senkrecht, was bei einem affinen Unterraum besagt, daf sie auf
allen Differenzen von Elementen des affinen Unterraums senkrecht steht.

In der Darstellung von H(a,3) kann man ¢ und § gemeinsam mit einem
festen, von Null verschiedenen Faktor multiplizieren und erhélt wieder die-
selbe Hyperebene. Deshalb normiert man gern a so, dal a’a = 1 gilt und
nennt a dann den Normaleneinheitsvektor zu den Hyperebenen H (a, [3).
Die Richtung bzw. das Vorzeichen von a teilt dann den Raum [R"™ in drei

Teile:
“oberer” Halbraum  {z € IR" : a'z > 3}

Hyperebene  {z € IR" : o'z = (3}
“unterer” Halbraum  {z € IR" : o’z < §}.

Hat man die Darstellung H (a, 3) einer Hyperebene durch a’a = 1 normiert,
so hat der Nullpunkt von dieser Ebene den Abstand |3|. Allgemeiner hat dann
ein beliebiger Punkt y € IR™ den Abstand |3 —a”y| von der Hyperebene. Der
vorzeichenbehaftete Wert 3 — a’y gibt an, ob sich y im unteren oder oberen
Halbrauml] oder sogar auf der Hyperebene befindet.

Das kann man konkret ausrechnen, indem man die Gerade G(y,a), die ja
durch y geht und auf der Hyperebene senkrecht steht, mit der Hyperebene
schneidet. Der Schnittpunkt y 4+ « - a erfiillt dann

a'(y+ta-a) =

N B—a"y
aTa
= f-ad'y

und dies ist bis auf das Vorzeichen der Abstand von y zu y + « - a auf
G(y,a), wie wir schon wissen. Wie im Beweis der Minimaleigenschaft der
Projektion im Satz zeigt man noch, dal man durch diese Konstruktion
den kiirzesten Abstand von y zur Hyperebene H (a, (3) realisiert hat.

Mit dem Begriff der Hyperebene kann man nun definieren, was eine Spie-
gelung an einer solchen Ebene sein soll. Ein Vektor y € IR™ wird an einer
Hyperebene H(a, ) gespiegelt, wenn der Bildpunkt S(y) nach der obigen
Konstruktion genau der Punkt y + 2« - a ist (Skizze in der Vorlesung). Es
folgt, dafl die Spiegelung die affine Abbildung

Sly) = y+2a-a
= y+2(8—a"y)-a fiir alle y € IR"

"http://de.wikipedia.org/wiki/Halbraum
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ist. Wenn es sich um eine Nullpunktshyperebene handelt, gilt 5 = 0 und die
Spiegelung wird eine lineare Abbildung

Sly) = y—2a"y-a
= y—2-a-aly
= (Idpn — 2a - a®)y fiir alle y € IR™.

Theorem 5.26 Ist a € IR" \ {0} ein Vektor, so wird die Spiegelung an der
Nullpunktshyperebene H(a,0) durch die lineare Abbildung mit der Househol-
dertl-Matriadl Idgr. — 2a - a® beschrieben. Diese Matrizen sind symmetrisch
und orthogonal.

Aufgabe: Man beweise diese Behauptungen.

Obwohl Spiegelungen durch Householder—-Matrizen beschrieben werden, soll-
te man in der Praxis nie eine Matrizenmultiplikation ausfiihren, um eine
Spiegelung zu bewirken. Man geht besser zuriick auf die oben schon benutz-
te Form

Sly)=y—2d"y-a,

indem man erst a’y ausrechnet, dann v := 2a’y und schlieflich S(y) =
y — 7 - a als reine Vektoroperation. das ist erheblich effizienter.

Nun wollen wir Drehungen im IR? untersuchen. Dazu bedarf es eines Win-
kels ¢ um den wir drehen wollen, und ein beliebiger Punkt (z,y)T =
(rcos @, rsin )’ in Polarkoordinaten soll in

rcos(p+1)\ [ rcospcosy —rsingsiny
rsin(e + ) ~ \ rcospsiny + rsiny cos

_ cosyp  —siny\ [rcosy
~ \sinY +cos rsin @
iibergehen. Die Drehmatrixi

[ cosY —siny
Dw'_<sin¢ +COS’I7/))

ist orthogonal, aber bei beliebigem Winkel nicht symmetrisch. Sie stellt die
Drehung als lineare Abbildung im Orthonormalsystem der Einheitsvektoren
dar. Man beweist mit Hilfe der bekannten Rechenregeln leicht

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Householder.html
%http://de.wikipedia.org/wiki/Householdertransformation
3http://de.wikipedia.org/wiki/Drehmatrix
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Theorem 5.27 Die reellen 2x 2—-Drehmatrizen bilden eine Gruppe unter der
Matrizenmultiplikation. Es gilt

Dy = Idpe
Dyry = Dgyo Dy fiir alle ¢p,7 € IR
D;l = D_, fir alle g € IR

Drehungen im R"™ sind praktisch nicht einfach handzuhaben, wenn man sie
nicht auf den zweidimensionalen Fall reduziert. Man betrachtet einfach nur
zwei fest gewdhlte Indizes j < k € {1,...,n} und dreht um einen Winkel ¢
in der durch die Einheitsvektoren e; und e, aufgespannten zweidimensionalen
Ebene. Die Drehmatrix hat dann die Form

J k
! l
1
1
j— cos —siny
1
1
k — sin 1) cos Y
1

1

wobei iiberall sonst Nullen stehen. Das kann man etwas kompakter schreiben
als
Idpn + (cos ) — 1)(eje;‘-F + exe} ) + sin @/}(ekejr —ejer).

Man nennt diese Matrizen Jacobil-Matrizen. Sie sind orthogonal. In der
Praxis benutzt man aber auch hier keine Matrixmultiplikation, sondern be-
rechnet zu einem gegebenen Vektor v = (vy,...,v,)T € IR™ die Komponenten
des transformierten Vektors w = (wy,...,w,)T € IR™ als

w; = v;Co8Y — v siny
Wy = ;o8 + v siny
w; = vy furallei#7 1#£k 1<i<n.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Jacobi.html
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6 Losung linearer Gleichungssysteme

Wir greifen jetzt zuriick auf Abschnitt auf Seite [[47 und wollen ein
lineares Gleichungssystem der Form ([E7H) oder in Matrixschreibweise

A-x=b

mit einer Matrix A = (a;;) € IK™*" und einer rechten Seite b € IR" nach
dem Vektor x € IR" der Unbekannten auflésen. Um Probleme zu vermeiden,
setzen wir erst einmal voraus, der Rang von A sei maximal, d.h. gleich n,
und dann wissen wir nach Satz L8, daBl es eine eindeutige Losung = geben
muf. Wir wollen die Losung ausrechnen. Es ist dabei erlaubt, die Gleichungen
beliebig zu vertauschen, und das entspricht einer Vertauschung der Zeilen der
Matrix A und der rechten Seite b. Auch die Spalten von A kann man beliebig
vertauschen, denn das ist nur eine Umnumerierung der Unbekannten.

6.1 Orthogonalisierungsverfahren

Als erste Losungsidee benutzen wir, was wir schon iiber Orthonormalbasen
wissen, und berechnen eine neue Orthonormalbasis {uy,...,u,} aus den
Spalten v; := Ae; von A. Das klappt mit der Orthogonahsierungsmethodeﬂ
von Erhard Schmidt aus dem Beweis des Satzes oder einem anderen,
noch zu schildernden Verfahren. Wenn wir das neue Orthonormalsystem
benutzen, um uns eine orthogonale oder unitdre Matrix ) mit den Spalten
u; = Qe; zu beschaffen, so muB dann die Gleichung A = @ - R mit einer
n X n—Matrix R = Q* - A gelten, weil die Spalten von A aus denen von @
linear kombinierbar sind. Aus (220) folgt dann aber

(Aej,up) = 0,1<j<k<n
= (Aej,Qex), 1 <j<k<n
= (Q*Aej,er), 1<j<k<n
= (Rej,er), 1 <j<k<n.
= e]TRTek, 1<j<k<n.

Das bedeutet, dafl die j—te Spalte Re; von R nur Nullen in den Komponenten

J + 1 bis n hat, oder daf} alle Elemente unterhalb der Diagonale gleich Null
sind.

Definition 6.1 1. Eine Matriz R = (ry;) € IK™*™ hat obere Dreiecks-
form, wenn gilt

Tkj:egRej:e]TRTek:0ﬁirallej<k:, 1<k<m,1<j<n.
(6.2)

http://de.wikipedia.org/wiki/Gram-Schmidtsches_Orthogonalisierungsverfahren
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2. Eine QR—Zerlegunéﬂ einer n X n—Matrix A hat die Form A= Q - R
mit einer unitiren Matriz U € U(n) und einer oberen Dreiecksmatriz

R.
Theorem 6.3 Jede n x n—Matriz A hat eine QR—Zerlequng.

Den Beweis haben wir schon fiir den Fall von Matrizen mit maximalem
Spaltenrang gefiihrt. Die allgemeine Situation erfordert etwas mehr Sorgfalt,
soll hier aber nicht behandelt werden. O.

Jetzt konnen wir das lineare Gleichungssystem umschreiben in
Rx=U"Ax=U"b=:c
und miissen noch das System Rx = c losen. Weil U maximalen Rang n hat,

ist nach (E73) der Rang von A derselbe wie der von R. Das System hat die
schéne Form

1Ty + Tier2 + ... + Tn-1Tp—1 *+ TtnTn = C1
ooy + ... + Ton—1Tp—1 *+ TonTn = Ca
Tn—1,n—1Tn—1 + Tn—1n¥n = Cp—1

T'nndn = Cp

und 148t sich durch die Rekursion

Cn
Tp = —
Tnn
1
Tp—1 = (Cnfl - Tnfl,nxn)
Tn—1,n—1
1 n
T = Cp — g Tkt |, k=n—2n-3,...,1
Kk j=k+1

“riickwéarts” auflosen, wenn alle Diagonalelemente ;. nicht Null sind. Das
ist aber erfiillt, wenn A und damit auch R invertierbar sind, denn es gilt

Theorem 6.4 Fine obere n X n—Dreiecksmatriz R ist genau dann nichtsin-
guldr und invertierbar, wenn alle Diagonalelemente eJTRek nicht Null sind.

Beweis: Es sei das Diagonalelement . gleich Null. Dann bildet R die lineare
Hiille von {ey,..., e} auf die lineare Hiille von {ey,...,ex_1} ab, wie man
aus (B.2) ablesen kann, denn aus

J
Rej:Ze;prej-ei, 1<7<n

i=1

' http://de.wikipedia.org/wiki/QR-Zerlegung
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folgt
k—1
Rej, = el Rey, -e), + eiTRe - €.
Also kann R nicht Maximalrang haben. Sind aber alle Diagonalelemente von
Null verschieden, und hat man eine verschwindende Linearkombination der

Spalten von R, so folgt

n
0 = E OZjRGj
J=1
n J
—_— . T . .
= E ozjg e; Re;j - e;
j=1 =1

n

= Z (i ajeiTRe]) e
j=i

i=1

n
0 = ZajeiTRej,lgign

j=i

n
= o el-TRei—l— Z Ozjel-TRej, 1<i<n
~—— =
-0 Jj=i+1
und nacheinander «,, =0, o, 1 =0,...,a; = 0. Also hat R genau n linear
unabhéngige Spalten und ist nichtsingulér. a

6.2 Householder—Verfahren

Informatiker werden das praktische Losen linearer Gleichungssysteme rekur-
siv versuchen, und das fiithrt in der Tat zu sehr effizienten Methoden, die
man dann, wenn man sie gefunden hat, aber nicht rekursiv programmiert.
Nehmen wir uns zuerst im reellen Fall den Orthogonalisierungsproze der
Spalten von A vor. Wir versuchen, durch eine Householder—Spiegelung die
erste Spalte Ae; von A in ein Vielfaches ae; von e zu transformieren. Das ist
ein Ubergang zu einer neuen Orthonormalbasis, in der die erste Spalte von
A Basisvektor ist. Weil Langen invariant unter Orthogonaltransformationen
sind, muf} || = ||Aeq||2 gelten, d.h. «v ist bis auf ein Vorzeichen bekannt. Wir
suchen also einen nichtverschwindenden Vektor a mit ||a| = 1 und

(Idgn —2a-a*)Ae; = ae
= Ae; —2a-a*Ae
= Ae; —2a*Ae; - a
1
2a* Aey

a = (Ae; — aey)
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Bis auf einen Skalar gilt also a = Ae; — ae; und wegen der Normierung folgt

Ae; — aeg
a=—
[Aer — averf2,

was sich umgekehrt auch als hinreichend fiir (/dgn —2a-a*)Ae; = ae; erweist.
Das Vorzeichen von « ist immer noch frei, und man kann es so wihlen, dafl
in der ersten Komponente a;; — « von Ae; — aey keine Ausloschung eintritt.
Man setzt also @ = —sgn (a11)||Aeq||2-

Jetzt hat man erreicht, daf
. a u’
([dBn—2a~a)A—<0 fl)

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix A gilt. Dabei bestimmt man die rech-
te Seite und damit A nicht durch Matrixmultiplikation, sondern durch die
Berechnung der Transformation

A~ (2a) - (a*A) = (‘5‘ i)

unter Beriicksichtigung der Klammerung. Wir werden spéter noch eine andere
Methode sehen, zu einer Gleichung der Form

T~A:<(g i) (6.5)

zu kommen, und wir haben es bisher fiir die orthogonale Householder—
Transformatiorf] 7 := 1 drn — 2a - a* geschafft. Aus der obigen Gleichung
folgt aber fiir unser Gleichungssystem A -z = b eine rekursive Form mit

a ul
roae e ()

wenn man x und Th geeignet aufspaltet. In der Tat ergibt sich mit der
Aufspaltung
T-b=: (Y) und = =: (x})
b z
die Beziehung

(1) 5 ) 5 9 (5)- () o

http://de.wikipedia.org/wiki/Householdertransformation
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Dann 16st man erst rekursiv Az = b, setzt das Ergebnis ein in die erste
Gleichung ein und 16st diese durch

1
_ _ T
r=(—u SL’)a.

Man nennt diese Methode das Householder—Verfahren. Es leistet nichts
wesentlich anderes als die Orthogonalisierung nach Erhard Schmidt, ist aber
in einem Sinn, den wir hier nicht weiter erklaren kénnen, stabiler.

6.3 Eliminationsverfahren nach Gauf}

Es gibt aber auch noch andere Methoden, die Zerlegung (G.H) zu erreichen.
Man kann die Transformationsmatrix 7', die man sich in der Theorie an
dieser Stelle denkt, aber nie praktisch mit A multipliziert, mit einem Vektor

a € IK™ ! auch als
1 0
(o)

statt als Householdermatrix ansetzen. Man zerlegt A als

A:(Z ”;) (6.7)

mit bekannten Grofen 8 € IK, v,w € IK™!, A € IK"= =1 und setzt in
(E3) ein, um zu sehen, ob und wie man «, v und A berechnen kann. Es folgt

1 0 3 T _ a u’
(a In_l)(w C) N0 fl)
A I
-\ fBa+w avT+C)

Das kann man erfiillen, indem man

- 4
v

—w/p
= w4+ C

oo 2 Q
Il

setzt, wobei man allerdings darauf achten muf}, daf§ 3 nicht verschwindet.
Etwas iibersichtlicher geschrieben, hat man die Matrixgleichung

(—;/ﬁ Ino_l) (Z g) - (g C_ZTUT/B), (6.8)
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die auf eine andere, und technisch sogar einfachere Weise die Zerlegung (£.3)
erreicht. Man macht danach wie in (B8] weiter. Durch Vertauschen von
Zeilen und/oder Spalten des linearen Gleichungssystems kann man bei einer
nichtsinguléren Matrix A immer erreichen, daf§ das linke obere Element nicht
Null ist.

Diese rekursive Methode geht auf Gausdl zuriick und heift Eliminations-
verfahrenf Bei Rechnung mit Papier und Bleistift vertauscht man erst die
Gleichungen und Unbekannten, bis im System (E7H)

aj1r1 + Q2 + ... + aT, = bl
anry, + agrsy + ... + onTy, — bg
am1T1 + Qa2 + ...+ ApnpTn = bm

das Element aq; nicht Null ist. Nun zieht man von der zweiten Zeile das
as /a;;—fache der ersten Zeile ab, um dort als erstes Element eine Null zu
bekommen. Das macht man Zeile fiir Zeile, mit dem Ergebnis

ai1xy + a1222 + ...+ A1nTn = b1
a1 a1 a1 a1
<a21 *anf) 1+ (a22 *0127) r2 + ...+ (a2n 7a1n7) Tn =  by—by—
a1 arl arl a1
—_— —_— —_— —_———
=0 =:dgo =:dap by
am1 am1 am1 am1
(am1 - an—) z1  + (am2 - 012—) 2 + ... + (amn - aln—) Tn = bm—b——
ail all all
—_— —_— —_—

=0 =:Gm2 =tdmn ::Em
wobei man von der j-ten Zeile das a;;/ai;—fache der ersten Zeile abzieht.

Es resultiert ein kleineres System, dessen allgemeines Element die Form

a1

~ ] .

Qjk = Gk — A1k, 2<j,k<n
1

hat. Wenn man genauer hinsieht, ist dies die elementweise ausgeschriebene
Matrixgleichung A = C'—wv” /3, denn es gelten wegen (67) die Beziehungen

ﬁ = a1
w = (a21,a31,---,am1)T
v = (a127 @13, ..., aln)T

C = (ar), 2<j,k<n.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Gauss.html
2http://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fsches_Eliminationsverfahren
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Auch die Transformation der rechten Seite finden wir hier wieder, denn es

gilt
1 0 = ST
T-b= b= (b1, ba,...,bp
( —U)/ﬁ Infl ) ( b )
wenn man die obigen Bezeichnungen einsetzt und vergleicht.

Man macht nun mit dem verkleinerten System weiter, wobei man eventuell
erst einmal wieder die Zeilen oder Spalten vertauschen muf3, bis das Ele-
ment in der oberen linken Ecke nicht Null ist. Am Ende hat man ein System
mit einer oberen Dreiecksmatrix und kann “von unten her” die Unbekannten
ausrechnen. Diese Rechentechnik ist natiirlich von ihrer Logik her rekursiv,
wird aber durch geeignete Schleifenprogrammierung und Uberspeicherung
der Matrixeintrédge in nicht-rekursiver Form abgewickelt. Keinesfalls wird
eine Matrixmultiplikation wie in (E8) ausgefiihrt, obwohl das Ergebnis das-
selbe ist.

Schreibt man die Gleichung rekursiv als

R — Py
1 0 0 >x<. * ok >x<. ¥k
Lo-Li-A=|(0 1 0 0 x =* = 0 x =*
0 x [I,_o 0 * = 0 0 =«
N ~ s\ - D ¥ e—
=L —Ri=L1-A =R,

usw., so bekommt man

Lnfl"'LQ'Ll'A = Rn,1 =R

~
=L-1

A = L-R.
Dabei treten spezielle Matrizenprodukte auf:

Definition 6.9 Eine n x n-Matriz L = ({;;) heifit normierte untere
Dreiecksmatrix, wenn gilt

lj; = 1firallej 1<j<n
Uiy = 0 firalle j,k, 1 <j<k<n.

Theorem 6.10 Die normierten unteren n X n—Dreiecksmatrizen bilden eine
Gruppe unter der Matrizenmultiplikation.
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Beweis: Es seien L = (¢;;) und M = (m,) zwei solche Matrizen. Dann folgt

n

T — E

€; LMek = El-jmjk
j=1

n

= ) tymy

7 =1

i > ]

Jj =k
_ 0 i<k

Um zu beweisen, daf auch L~! wieder eine normierte untere Dreiecksmatrix
ist, sehen wir uns die linearen Gleichungssysteme

1 vy 0
* 1 x§]) = 1 —J
* * 1 xglj) 0

an. Man kann sie von oben her eindeutig auflésen, und im obigen Fall sind die
ersten j —1 Komponenten der Losung gleich Null, die j—te gleich Eins. Bildet
man die Matrix B mit Spalten ™, 2® ... 2 so bekommt man B = L™!,
weil aus L-2V) = L-B-e; = e¢;, 1 < j < n die Gleichung L- B = I, folgt. O

Das Eliminationsverfahren liefert also, wenn man Zeilen— und Spaltenver-
tauschungen ignoriert, eine LR—Zerlegundﬂ A = L - R mit einer normierten
unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R.

6.4 Pivotisierung und Rangentscheid

Man sieht, dafl bei der Transformation immer durch das Diagonalelement
a11 und spéter ags usw. dividiert werden mufl. Dabei mufl Ausloschung im
Ergebnis verhindert werden, und deshalb sollte man sicherstellen, dafi die
voneinander abgezogenen Zahlen nicht zu grofl werden. Das ist natiirlich
nicht generell erreichbar, aber es ist zumindestens giinstig, durch geeignetes
Vertauschen von Zeilen oder Spalten (Pivotisierung) dafiir zu sorgen, dafl

"http://de.wikipedia.org/wiki/LR-Zerlegung
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diese Pivotelemented] betragsméfig grofl sind. Man sortiert immer das be-
tragsméafig grofite Element nach vorn und oben. Genaueres lernt man in der
Vorlesung “Numerische Mathematik” (vgl. auch [5]).

Auch beim Householder—Verfahren wird pivotisiert, aber nur durch Spalten-
vertauschung. Man setzt in jedem Rekursionsschritt den Spaltenvektor mit
der groBiten euklidischen Lénge nach vorn. Dies ist insbesondere dann nétig,
wenn man eine Matrix A € IR™*™ mit m > n hat und eine Orthogonalba-
sis des Spaltenraums bestimmen will, wobei man den Rang von A gar nicht
kennt. Das ist der Normalfall bei Ausgleichsproblemen nach der Methode der
kleinsten Quadrate. Man wendet das Householder—Verfahren schrittweise auf
die Spalten von A an, wobei man immer die Teilspalten mit gréfiter Léange
nach vorn sortiert und abbricht, wenn man nur noch Spalten hat, die man
nicht klar von Nullspalten unterscheiden kann. Fiir diesen Rangentscheid
hat man ein von der Rechengenauigkeit abhéngiges Kriterium zu wéhlen, das
aber immer fragwiirdig bleibt, sofern man nicht exakt rechnet.

6.5 Inversion

Hat man mehrere lineare Gleichungssystem mit derselben n x n—Koeffizien-
tenmatrix A zu l6sen, so lohnt sich die separate QR— oder LR-Zerlegung,
weil man dann Systeme der Form Ax = b fiir verschiedene b z.B. bei einer
LR-Zerlegung nacheinander durch die beiden dreiecksférmigen Systeme

Ly = b
Rx =

16sen kann, denn es folgt LRx = Ly = b = Ax.

Die Inverseﬁ A7 einer Matrix A € IK™" muf man in der Praxis nur selten
berechnen. Aber sie ist ein Spezialfall der obigen Situation, weil man die n
rechten Seiten e;, 1 < j < n nehmen kann und damit die Spalten A_lej von
A~! bekommt:

A-(Aey) =Lej=¢;, 1 <j<n.

Das GauB—Jordan—Verfahrenﬁ zur Inversion konnen wir hier aus Zeit-
griinden nicht behandeln.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Pivotelement
Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Inverse
3http://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9F-Jordan-Algorithmus
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6.6 Determinanten

Der Begriff der Determinantdl ist fiir die Theorie wichtig, verleitet die Stu-
dierenden aber dazu, Determinanten auf Computern ausrechnen zu wollen,
was in der Regel unpraktisch ist. Der Vollsténdigkeit halber (und weil wir
sie bei der mehrdimensionalen Integration leider nicht vermeiden konnen)
miissen sie hier behandelt werden.

Die geometrische Idee der Determinante ist einfach zu veranschaulichen. Ge-
geben seien zwei Vektoren z;, z; des IR%. Sie sind genau dann linear abhingig,
wenn der Flidcheninhalt des von ihnen und dem Nullpunkt aufgespannten
Parallelogramms (d.h. der konvexen Hiille von 0, 21, 29, 21 + 29) Null ist. Man
kann also diesen Flacheninhalt als Kriterium fiir den “Grad der linearen
Abhéngigkeit” der Vektoren nehmen. Genauso funktioniert dies fiir n Vekto-

ren zi,...,z, des IR": man sollte das “Volumen” der Bildmenge der Abbil-
dung
T :[0,1" = R", (t1,....t)" = Ytz (6.11)
j=1

untersuchen. Es ist fiir zwei Vektoren (x1, ), (22, y2) nach einiger Rechnung
zu sehen (Zeichnung siehe Abbildung Bl mit Dank an Anna Eggers), dafl
dieses Volumen gleich xy, — x2y; ist. Die Flidche des Parallelogramms ergibt
sich ndmlich durch Abziehen der sechs Restflichen von der Gesamtfléiche,

d.h.
($1+$2)*(yl+y2)—2*F(f)—Q*F(BL—Q*F(C)
= ($1+$2)*(yl+y2)—2*y2 = 2*y1 =L

= Y2k T1 — Y1 * To.

— 2% Y1 * To

Schreibt man die Vektoren als Spalten einer Matrix, so bekommt man

T1 W
det =T Yy — X 6.12
<:c2 y2> 1Y2 21 ( )

als einfachste Form der Determinante. Die Vertauschung der Vektoren kehrt
das Vorzeichen um, so daf§ man genaugenommen keinen Flacheninhalt hat,
sondern eine vorzeichenbehaftete skalare Gréfle, deren Betrag ein Fléchenin-
halt ist. Im Komplexen kann man diese Zahl auch definieren, aber sie verliert
die Bedeutung einer Fldche. Sie ist aber immerhin noch genau dann Null,
wenn die Matrix singulér ist.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Determinante_(Mathematik)
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x2 x1

Abbildung 3: Fldcheninhalt des Parallelogramms

Allgemeiner wird man also zu einer quadratischen Matrix aus n Spalten-
vektoren zi,..., 2, des IK™ eine Zahl det (z1,...,2,) definieren wollen, die
Determinante genannt wird und folgende Eigenschaften hat:

det (e1,...,6,) =1

det ist linear in jedem Argument

det wechselt das Vorzeichen beim Vertauschen zweier Argumente
Im reellen Fall ist |det | das Volumen der Bildmenge aus (E1TI).

Jetzt ist es aber Zeit, die Determinante sauber und allgemein zu definieren.
Im Falle n = 1 haben wir einen 1 x 1-Vektor = € K und setzen det (z) :=
x. Dann treffen die obigen Eigenschaften zu, denn u.a. ist |z| die Léinge
der Strecke zwischen 0 und z. Im zweidimensionalen Fall nehmen wir die
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Definition (6I2) und sind zufrieden. Diese Definition zeigt aber auch, wie
man allgemeiner verfahren kann, wenn man sie als

xXr
det < 1 yl) = IE1?/2 _ nyl — l‘ldet (yQ) - yldet (xQ)
To Y2

interpretiert. Bei einer allgemeinen Matrix A = (a;;) € IK™*" definiert man
zuerst die (n — 1) x (n — 1) Untermatrizen A;; dadurch, dass man die j-te
Zeile und die k—te Spalte von A streicht. Dann setzt man rekursiv

det (A) = det (Aey,..., Ae,)
= audet (An) — algdet <A12) +... .+ (—1)"‘1a1ndet <A1n>

= Z alk(—l)k_ldet (Ap).

k=1

Obwohl Informatiker fiir Rekursionen schwérmen, ist diese Definition prak-
tisch unbrauchbar. Denn wenn der Aufwand fiir eine n x n—Determinante
A(n) ist, folgt A(n) =n+* A(n — 1) + 2n — 1 mit fakultativem Wachstum.

Es ist nicht einfach einzusehen, dass unsere Definition zu den oben gefor-
derten Eigenschaften fiihrt. Eine Beweismoglichkeit benutzt eine alternative
Form der Determinante, die kombinatorische Begriffe erfordert, und die man
oft als Definition der Determinante findet.

Definition 6.13 Eine Permutationl] der Zahlenmenge Z, == {1,2,...,n}
st eine Bijektion auf dieser Menge. Die Menge der Permutationen von Z,
werde mit S,, bezeichnet. Zu jeder Permutation m € §,, ist der Fehlstand
e(m) definiert als die minimale Zahl von Elementvertauschungen, die w(Z,)
in Z, iberfiihrt. Das Vorzeichen der Permutation  ist o(w) := (—1)<™,

In der Vorlesung “Diskrete Mathematik” sollte folgendes bewiesen worden
sein:

Theorem 6.14 e Die Menge S,, hat genau n! Elemente.

e Sie ist als Automorphismengruppe von Z, eine Gruppe unter der Ver-
kettung o und heifit symmetrische Gruppe.

o Es gilt o(r) = (—=1)™ = (=1)™, wenn man 7(Z,) in Z, mit m
Vertauschungen tberfiihren kann.

e o ist ein Homomorphismus auf die multiplikative Gruppe {1, —1}.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Permutation
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e Die Permutationen m mit o(mw) = 1 bzw. mit geradem e(m) bilden eine
Untergruppe, die alternierende Gruppe A,,.

Theorem 6.15 Die Determinante det (A) einer Matriz A = (a;) € IK™*"
laft sich schreiben als

det (A) = Z U(W)alﬂ-(l)agﬂ@) s -am(n). (616)

TES

Beweis: Es gilt

o (T)a1r(1)027(2) * * * Cne(n)

= aik Z o ()2 (2) * * * Gnr(n)
TEeS,
(1) =k

Eine Permutation 7 € &, mit m(1) = k kann man schreiben als Tupel
(k,m(2),...,m(n)). Ist Nj die aufsteigend sortierte Menge {1,...,n}\{k}, so
entspricht (7(2),...,m(n)) einer Umsortierung der Zahlen aus NVi. Alle diese
Umsortierungen kann man mit je einer Permutation ¢ € S,,_1 beschreiben.
Man braucht €(¢)) Vertauschungen, um (7(2),...,7(n)) in die Reihenfolge
der Elemente von Ny zu bringen. Mit weiteren k£ — 1 Vertauschungen bringt
man dann noch das in (k, 7(2),...,m(n)) vorn stehende Element &k an seine
richtige Position. Deshalb gilt o(7) = (—1)*"'o (). Mit dieser Uberlegung
kann man die obige Gleichung weiter umformen zu

Z aik Z o ()2 (2) * * * Gnr(n)
pt

= > a0 D o()arue) - G

wobei die Permutationen ¢ in der Summe so gemeint sind, dass sie den Zahlen
2,...,n die Zahlen aus Ny eindeutig zuordnen. Deshalb ist die zweite Summe
genau det (Apg). O

Bis auf die Volumeneigenschaft folgen nun leicht die geforderten Eigenschaf-
ten der Determinante. Es folgt aber auch bei Matrizenschreibweise

det (A) = det (A7),
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weil
det (AT) = Z U(W) Ar(1)107(2)2 * * * Qr(n)n
TESK 1 ~ e g
=o(r~1) vertauschen
= Z o(m ) a1m-11)d2r-1(2) * * * A1 (n)
7T€Sn
= det (A).
Nun gehen wir auf die effektivere Berechnung von Determinanten zu. Dazu
nehmen wir wieder die Schreibweise det (21, ..., 2,) fiir n Vektoren zy, ..., z,

des IR™, die wir als Zeilen oder Spalten in eine n x n—Matrix schreiben kénnen.
Wegen des Zeichenwechsels bei Vertauschung folgt fiir den Spezialfall z; = 2
die Gleichung

det (z1,29,...,2,) = —det (22,21,...,2)
= —det (21,29,...,2)
= O’

was natiirlich auch wegen der hier nicht bewiesenen Volumeneigenschaft
gelten sollte. Also verschwindet die Determinante det (21, ..., z,) sobald zwei
der Vektoren gleich sind.

Wegen der Linearitit der Determinante gilt fiir alle & # 1 die Gleichung

det (z1 + - 2k, 22,...,2,) = det (z1,22,...,2,) + - det (zx, 22,...,2,)
= det (21,22,...,2,) +0

d.h. die Determinante &ndert sich nicht, wenn man zu einem der Vektoren
21, %9, ..., %, ein Vielfaches eines anderen addiert. Das wiederum bedeutet,
dass bei der Gaufi-Elimination ohne Pivotisierung die Determinante erhalten
bleibt. Permutiert man Zeilen oder Spalten mit einer Permutation 7, so
indert sich das Vorzeichen der Determinante um (—1)7(™).

Theorem 6.17 e Die Determinante einer oberen oder unteren Dreiecks-
matrix ist das Produkt der Diagonalelemente.

e Hat eine n x n—Matriz A eine LR—Zerlegqung A = L - R mit einer nor-
mierten unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R,
so gilt det (A) = det (R) und ist gleich dem Produkt der Diagonalele-
mente von R.

e Fine LR-Zerlegung ist mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren be-
rechenbar, die damit auch die Determinante liefert.



6 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME 197

e Bei Pivotisierung dndert sich das Vorzeichen der Determinante gemdyfs
den Zeilenvertauschungen: vertauscht man zwei Zeilen mit Abstand k,
so dndert sich das Vorzeichen um den Faktor (—1)F.

e Fine n x n—Matriz ist genau dann singuldr, wenn ihre Determinante
Null ist.

Beweis: Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so sind in Gleichung [zT6l alle Terme
A1r(1)A2r(2) * * * Gnr(n) Gleich Null, wenn nicht (k) > k fiir alle £ gilt. Dann
folgt aber nacheinander 7w(n) = n, #(n — 1) = n—1,...,7(1) = 1 und
es bleibt als Determinante das Produkt der Diagonalelemente iibrig. Der
Rest ist einfach, weil bei den Zeilentransformationen der Gaufi-Elimination
die Determinante unverandert bleibt, sofern nicht pivotisiert wird. Und bei
Zeilen— oder Spaltenvertauschungen gilt die genannte Vorzeichenédnderung.
(I

Theorem 6.18 Fiir Produkte von Matrizen A, B € IK™*" gilt
det (A B) =det (A) - det (B).

Man kann einen Beweis iiber die LR-Zerlegung des vorigen Satzes fiihren,
aber das wollen wir hier bis auf eine knappe Andeutung unterlassen. Wenn
wir Pivotisierung ingorieren und aus einer LR-Zerlegung A = L4R4 und
einer analogen, aber mit Spaltentransformationen ausgefiihrten Zerlegung
B = RgLp die LR—Zerlegung ABL;' = LyR4Rp hinschreiben, ergibt sich
det (ABLR') = det (R4)det (Rg). Und weil sich nach der vor dem vorigen
Satz angegebenen Uberlegung eine Determinante nicht #ndert, wenn man
mit normierten Dreiecksmatrizen multipliziert, folgt die Behauptung.

Interessant ist schliefllich der Fall reeller Orthogonalmatrizen, die wegen

A7l = AT und
1 =det (I) = det (A) - det (A7) = det (A) - det (AT) = det (A)*

die Determinante 1 oder —1 haben. Man kann ferner zeigen, daf§ Drehungen
die Determinante 1 und Spiegelungen die Determinante —1 haben. Unitére
komplexe Matrizen haben eine im allgemeinen komplexe Determinante mit
Betrag 1.

Die allgemeine Behandlung der Volumeneigenschaft verschieben wir auf den
Abschnitt @3 Speziell fiir n x n—Diagonalmatrizen D mit Zahlen A1, ..., A,
in der Diagonale ist das Volumen der Bildmenge aus ([EI1]) genau |[A; - - A,
und dies stimmt mit dem Betrag der Determinante iiberein.
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6.7 Vektorprodukt

Im IR?® kann man zu 3 Vektoren a,b,c die manchmal auch als Spatpro-
duktl] bezeichnete Determinante [a b,c] := det(a,b,c) bilden, die bis auf
das Vorzeichen das Volumen des von den drei Vektoren aufgespannten drei-
dimensionalen Parallelogramms angibt. Das Spatprodukt verschwindet also
genau dann, wenn die drei Vektoren linear abhéngig sind. Das Spatprodukt
ist linear in jeder Komponente und dndert sein Vorzeichen bei Vertauschung
von Argumenten. Weil es linear in a und skalar ist, kann man einen als b x ¢
bezeichneten Vektor angeben mit [a,b, c] = a” (b x ¢). Man nennt b x ¢ das
Vektorprodukt oder KreuzproduktH von b und ¢, und aus der Determi-
nantenform des Spatprodukts folgt

bxc:= (b203 — bgCQ, bgCl — blcg, b102 — bgcl)T.

Aus [a, b, ¢] = aT (bxc) ergeben sich einige Eigenschaften des Vektorprodukts:

bxc = —(ecxb)
bi(bxe) = 0
cf'bxec) = 0
al(bxc) = —b'(axc)
= cl'(axDb).

Der Vektor bx ¢ steht also auf b und ¢ senkrecht, was ihn bei linear unabhéngi-
gen b, ¢ bis auf einen Faktor festlegt. Normiert man ihn dann zur Lange 1,
so gibt | bbxxcc” , = ||b x ¢||2 bis auf ein Vorzeichen das Volumen des von
den drei i\/ektoren aufgespannten dreidimensionalen Parallelogramms an, und
weil b x ¢ auf b und ¢ senkrecht steht und normiert ist, ist das Volumen des
dreidimensionalen Parallelogramms numerisch gleich dem Flécheninhalt des
von b und ¢ aufgespannten zweidimensionalen Parallelogramms. Also gibt

||b x cl||o die Fliache des von b und ¢ aufgespannten Parallelogramms an.

http://de.wikipedia.org/wiki/Spatprodukt
2http://de.wikipedia.org/wiki/Kreuzprodukt
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7 Geometrie

Die reellen Zahlen werden iiblicherweise auf einer Zahlengeraden veran-
schaulicht, auf der jede reelle Zahl x als ein Punkt “liegt”, und zwei Punkte
z,y € IR den Abstand |r — y| haben. In der Geometrid] spielen die Begrif-
fe “Punkt, Gerade, liegt auf, Abstand’ eine zentrale Rolle, und das wollen
wir in diesem Kapitel ein wenig abstrahieren (David Hilbertl hat gesagt:
“Man muB jederzeit an Stelle von 'Punkte, Gerade, Ebenen’ 'Tische, Bénke,
Bierseidel’ sagen koénnen” H Diese Abstraktion treiben wir aber nicht allzu
weit, sondern beschrianken uns auf den “normalen” zwei— und dreidimen-
sionalen Raum. Dabei entwickeln wir Grundbegriffe und Grundoperationen
aus der Geometrie, soweit sie fiir die Computergraphik, das Computer—
Aided Design und gewisse Anwendungen im Wissenschaftlichen Rechnen
notig sind.

7.1 Geometrische Objekte

Im dreidimensionalen Raum sind die wichtigsten Objekte Punkte, Geraden
und (Hyper—) Ebenen. Sie konnen wie allgemeinere Objekte, z.B. Kurven
und Korper, notfalls als Punktmengen mathematisch beschrieben werden.
Bei einer rein geometrischen Sichtweise gibt es aber zunéchst keine Koor-
dinatensysteme und keinen Abstandsbegriff. Dann ist die Beschreibung von
Punktmengen nicht moglich und wird durch eine abstrakte Axiomatik er-
setzt, die wir hier nicht in voller Ausfiihrlichkeit schildern kénnen. Dadurch
geht leider auch die saubere Unterscheidung zwischen (z.B.) Euklidischer, af-
finer und projektiver Geometrie verloren. Statt eines puristisch geometrischen
Ansatzes arbeiten wir hier ganz pragmatisch im IR® mit seinem Standard-—
Koordinatensystem und seinem Standard—Abstandsbegriff, der euklidischen
Norm. Es wird sich spéter herausstellen, dafl das nicht reicht, aber das ist
jetzt noch nicht abzusehen. Aber als Kompromif§ wollen wir versuchen, eine
geometrische Sichtweise soweit moglich durchzuhalten.

Jedes Element V = (x,y, 2) des reellen Vektorraums IR? hat zwei Interpreta-
tionen. Es definiert einerseits einen Vektor als gerichtete Verbindungsstrecke
zwischen dem Nullpunkt und einem Punkt V des IR?, andererseits aber

"http://de.wikipedia.org/wiki/Geometrie

?http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Hilbert.html

3Diesen Spruch soll Hilbert, so O. Blumenthal, 1891 auf der Heimfahrt von Halle nach
Konigsberg nach dem Anhoren eines Vortrages von Hermann Wiener geduflert haben.
Quelle: Schreiber, Peter (1987). Euklid. Biographien hervorragender Naturwissenschaftler,
Techniker und Mediziner. Bd. 87.. Leipzig: Teubner, S. 140


http://de.wikipedia.org/wiki/Geometrie
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auch eben diesen Punkt. In der Geometrie sollte man aber zwischen Punk-
ten und Vektoren klar unterscheiden. In der Euklidischen, affinen und der
projektiven Geometrie gibt es keinen ausgezeichneten Punkt, und deshalb
erst recht keinen “Nullpunkt”. Punkte sind dann eben Punkte, und Vekto-
ren kann man, wenn unbedingt nétig, als geordnete Paare von zwei Punkten
definieren.

Die Auszeichnung eines Nullpunkts ist eine ziemlich willkiirliche Sache und
sollte erst im Zusammenhang mit der Einfiihrung und Benutzung eines Ko-
ordinatensystems vorgenommen werden. Auch im praktischen Leben ist die
Festlegung eines “Nullpunkts” immer nebenséchlich, z.B. die Festlegung des
Nullmeridians auf die Lénge von Greenwich. Sie &ndert nichts an der Geo-
metrie der Gebdude Gottingens. Wenn man in der Computergraphik eine
“Szene” zusammenbaut, ist die genaue Lage eines “Nullpunkts” ebenfalls
nebenséchlich. Wenn wir ab hier von Punkten reden, meinen wir keine Vek-
toren und ignorieren Koordinatensysteme und ihre Nullpunkte. Wenn die
Sache aber konkret wird und man Punkte auf einen Rechner bringen will,
fithrt man Koordinaten ein und stellt Punkte in einem Koordinatensystem
dar.

7.2 Euklidische und affine Geometrie

Die Euklidische Geometrie ist die “iibliche”, die zwar keinen Nullpunkt
kennt, aber sehr wohl Winkel definieren und von “senkrecht” reden kann. Sie
entspricht, grob gesagt, allem, was man mit Zirkel und Lineal anstellen kann.
Wird ein (Null-) Punkt ausgezeichnet, so spricht man genaugenommen von
“polareuklidischer Geometrie”. Hier werden wir die Euklidische Geometrie
stillschweigend voraussetzen und nicht weiter behandeln.

Die Grundobjekte praktischer Geometrie sind Punkte, Geraden und (Hyper)—
Ebenen. Man fragt nun danach, unter welchen Transformationen Punkte,
Geraden und (Hyper)-Ebenen wieder in Punkte, Geraden und Ebenen iiber-
gehen. Aus der linearen Algebra kennen wir lineare und affine Transforma-
tionen, aber die linearen zeichnen den Nullpunkt aus und lassen ihn un-
verdndert, was fiir unsere geometrischen Plédne unbrauchbar ist. Wir wollen
natiirlich auch Verschiebungen erlauben, und daher sind Affintransformatio-
nen richtig. Sie lassen sich im Vektorraum als Summe einer Verschiebung
und einer linearen Transformation schreiben. Unter affinen Transformatio-
nen gehen Punkte, Geraden und Ebenen wieder in Punkte, Geraden und
Ebenen iiber. Ferner fithren Affinkombinationen von Punkten aus Geraden
oder Ebenen nicht aus diesen hinaus. Deshalb werden wir den iiblichen IR?
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geometrisch als affinen Punktraum sehen und unsere geometrischen Objekte
mit Affintransformationen behandeln.

Leider reicht das aber fiir Computergraphik nicht aus. Wenn im IR? etwa
ein gerader, bis zum Horizont reichender Schienenstrang durch zwei paralle-
le, sich nirgends schneidende Geraden dargestellt wird, so brauchen wir eine
Transformation, die ein photorealistisches Abbild auf einen Bildschim bringt.
Dort ergeben sich dann aber zwei Geradenstiicke, die sich in der Bildmitte
schneiden, wenn der Horizont in der Bildmitte liegt. Deshalb kann der Ab-
bildungsmechanismus nicht affin sein. Er wiirde Geraden in Geraden und
Punkte in Punkte abbilden, aber ein affines Bild zweier sich nirgends schnei-
dender Geraden kann sich nicht schneiden oder schneidet sich iiberall.

Rechnen wir das kurz vor. Die beiden sich nicht schneidenden Geraden seien
als

G, = {z€lR® : z=z,+a-r, ac IR},

Gy = {z€lR® : x=xy+a-r, aclR}

mit linear unabhéngigen Vektoren r und z; — x5 dargestellt. Sie werden mit
x — Az + b mit b € IR?* und einer Matrix A € IR**? affin transformiert.
Schneiden sich zwei Bilder, so folgt mit oy, as € IR die Gleichung

A(zy+air)+b = A(xg+ aor) +b
Axi+b = Axo+ag-Ar+b—aq - Ar
Az, + pr)+b Azy + b+ BAr
Axy + g - Ar +b— o Ar + BAr
= A(xg+ (g — oy + 0)r) + b,

fiir alle 8 € IR, d.h. die Bildgeraden fallen komplett zusammen.

Wir miissen also die bequeme affine und euklidische Geometrie verlassen.
Erhalten bleiben soll, dal Geraden in Geraden und Ebenen in Ebenen iiber-
gehen sollten, und dafl die Aussage “Der Punkt P liegt auf der Geraden
G” nach Transformation mit 7" in “Der Punkt 7'(P) liegt auf der Geraden
T(G)” iibergehen sollte. Wir machen das ganz allgemein, indem wir eine
Geometrie aufbauen, in der man von Punkten, Geraden, “liegt auf” und
“schneidet” reden kann (Inzidenzgeometrie). Weil sich schneidende Gera-
den in sich schneidende Geraden iibergehen sollten, wird der Ausweg sein, die
beiden parallelen Schienen sich in einem unendlich fernen Punkt schneiden
zu lassen, der dann ganz konkret in einen Schnittpunkt auf dem Bildschirm
transformiert wird.
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7.3 Ebene projektive Geometrie

In jeder verniinftigen Geometrie ist es so, daf§ man von einer Menge P von
Punkten ausgeht und dann zu je zwei verschiedenen Punkten P,Q) € P
eine Gerade G := PQ definiert. Dadurch bekommt man eine Menge G von
Geraden, und man fordert eine Inzidenzrelation auf P x G, die zu einem
Paar (P,G) € P x G angibt, ob der Punkt P auf der Geraden G “liegt” oder
mit ihr “inzidiert”. Man schreibt P € G, falls P auf G liegt, bzw. wenn die
Inzidenzrelation erfiillt ist. Dadurch bekommt man durch die Hintertiir eine
Interpretation von Geraden als Punktmengen, aber eigentlich sollte man ein
anderes Symbol als € verwenden, denn unsere einzigen Mengen sind P und
G. Natiirlich sollte immer P € PQ und Q € PQ gelten, aber es ist nicht
klar, ob noch weitere Punkte auf so einer “Geraden” “liegen” und wieviele
es sind.

Im néchsten Schritt legt man fest, ob und wann sich zwei verschiedene
Geraden G, H € G “schneiden”, d.h. ob es einen “Schnittpunkt” P € P
mit P € G und P € H gibt.

Definition 7.1 Fine projektive Ebene besteht aus nichtleeren Mengen P
und G sowie einer Relation € auf P x G mit den Eigenschaften

1. Fiir alle P # Q € P gibt es genau ein G € G mit P € G, Q € G.
2. Fiir alle G # H € G gibt es genau ein P € P mit H> P, G> P.
Sie heifst endlich, wenn P und G endlich sind.

Wenn man nur eine Ebene damit geometrisch modellieren will, ist hier Schluf,
denn es gibt nur Punkte und Geraden. Um zu demonstrieren, dafl man sich
an eine formale Axiomatik halten muf}, folgt ein Beispiel. Wir definieren eine
endliche projektive Ebene durch P := {P,Q, R} und G = {F, G, H} mit der
Inzidenzrelation aus Tabelle @l Eine Veranschaulichung bietet Figur Bl In der
Vorlesung wird auch noch eine andere endliche projektive Ebene angegeben,
bei der es 7 Punkte und 7 Geraden gibt, so dafl je drei Punkte genau eine
Gerade definieren und je drei Geraden sich in genau einem Punkt schneiden.

Es zeigt sich, dal man die Begriffe “Gerade” und “Punkt” vertauschen kann,
wenn man gleichzeitig “liegt auf” mit “schneidet in” vertauscht oder € in >
umdreht. Denn zu je zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade,
auf der diese Punkte liegen, und zu je zwei verschiedenen Geraden gibt es
genau einen Punkt, in dem sich die Geraden schneiden.
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Tabelle 2: Inzidenzrelation einer dreipunktigen projektiven Ebene.

F
Abbildung 4: Dreipunktige projektive Ebene

In der “normalen” Ebene kann man Punkte und Geraden “normal” veran-
schaulichen, aber man sagt, zwei verschieden Geraden seien parallel, wenn
sie sich nicht schneiden. Und weil es bei normaler Anschauung parallele Ge-
raden gibt, die sich nicht schneiden, ist die “normale” Ebene nicht projektiv,
denn in einer projektiven Ebene schneiden sich alle voneinander veschiedenen
Geraden wegen der obigen Definition.

Zwei parallele Geraden in der “normalen” Ebene haben aber immer eine ein-
deutige gemeinsame vorzeichenlose “Richtung”. Die “Richtung” einer Gera-
den kann man dann als “unendlich fernen Punkt” ansehen, der auf der Gera-
den "liegt”. Man erweitert die Menge der “normalen” oder “endlichen” Punk-
te durch diese “unendlich fernen Punkte” und bekommt eine neue, groflere
formale Punktmenge. Je ein endlicher und ein unendlich ferner Punkt definie-
ren dann genau eine “normale” Gerade, ndmlich diejenige, die erstens durch
den gegebenen endlichen Punkt geht und zweitens die durch den unendlich
fernen Punkt gegebene Richtung hat. Jetzt schneiden sich alle Geraden in
genau einem Punkt. Wunderbar.

Aber man braucht dann noch eine Gerade zu je zwei verschiedenen unendlich
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fernen Punkten. Eine “normale” Gerade mit zwei verschiedenen Richtungen
gibt es nicht. Deshalb definiert man eine neue “unendlich ferne Gerade”,
auf der genau die unendlich fernen Punkte liegen, sonst keine. Man kann sie
sich veranschaulichen als einen unendlich fernen Kreis um die Ebene, wobei
die Verbindung eines Kreispunkts (d.h. eines unendl;ich fernen Punkts ) mit
einem gedachten Kreismittelpunkt die “Richtung” der zum unendlich fernen
Punkt gehorenden Geraden angibt (Zeichnung in der Vorlesung). Damit
bekommt man eine Erweiterung der “normalen” Ebene zu einer projektiven
Ebene iiber R, die allen Anforderungen geniigt.

Aber wie soll man so etwas in der Informatik realisieren? Ist das ein rein
theoretisches Gedankenspiel?

Nein, denn moderne Methoden der Computergraphik und des Computer—
Aided Design benutzen sogar die projektive Geometrie des Raumes, die wir
weiter unten behandeln, und zwar beim Abbilden dreidimensionaler Szenen
auf den Bildschirm. Damit das nicht zu schwierig wird, wollen wir erst einmal
die Realisierung der projektiven Ebene iiber IR behandeln.

Dazu iiberlegen wir uns, wie man Geraden realisieren sollte. Die Schulform
y =a-x+b, a,b € IR ist unbrauchbar, weil man damit keine Geraden
realisieren kann, die parallel zur y—Achse sind. Die Form z = a-y+b, a,b € IR
ist unbrauchbar, weil man damit keine Geraden realisieren kann, die parallel
zur o—Achse sind. Besser ist -2 +b-y +c= 0mit a,b,c € IR, a® + b # 0.
Die Punktmenge

{(z,y) €IR* : a-2+b-y+c=0} (7.2)

ist dann immer eine “normale” Gerade mit einer durch (a, b) # 0 bestimmten
Richtung. Eine solche Gerade kann man aber auch durch

{(z,y) €IR* : a-d-x+b-d-y+c-d=0}

mit beliebigem d # 0 beschreiben. Die Geraden lassen sich also darstellen
durch Aquivalenklassen [a,b,c] von Tripeln (a,b,c) € IR*\ {0},wenn wir
zwei Tripel (a,b,c), (a',V, ) € IR3\ {0} als dquivalent bezeichnen, wenn die
durch Multiplikation mit einer von Null verschiedenen reellen Zahl ineinander
transformierbar sind:

la,b,c] = [d',V,c], wenn d-(a,b,c) = (a',b,) mit d # 0. (7.3)

Die “normalen” Geraden brauchen zusétzlich noch (a,b) # (0,0), und wir
werden sehen, dafl die unendlich ferne Gerade der Aquivalenzklasse [0,0, 1]
entspricht.
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Die Darstellung von Punkten sollte aber ziemlich genau der von Geraden
entsprechen, damit der Dualismus zwischen Punkten und Geraden funktio-
niert. Man sollte also ebenfalls die Punkte durch Aquivalenzklassen [u, v, w]
mit (u,v,w) # 0 € IR® darstellen. Die “normalen” Punkte (a,b) € IR?
sind Aquivalenzklassen der Form [a, b, 1], wihrend unendlich ferne Punkte
Aquivalenzklassen der Form [a, b, 0] sind, wobei (bis auf einen gemeinsamen
Faktor) das Paar (a,b) # 0 der Richtung der “normalen” Geraden zur Aqui-
valenzklasse [a, b, ¢| mit beliebigem ¢ entspricht. Ein endlicher oder unendlich
ferner Punkt [u, v, w] liegt auf der “normalen” oder unendlich fernen Gera-
den [a, b, ¢] genau dann, wenn die homogene Gleichung au + bv + cw = 0 gilt.
Man spricht deshalb von homogenen Koordinaten.

Theorem 7.4 Die projektive Ebene tiber IR kann in homogenen Koordinaten
folgendermafen realisiert werden:

1. Grundmenge ist
P = {a.bd] + (abe) € B\ {0}}
mit der Aquivalenzrelation ([T3).

2. Projektive Punkte und Geraden sind eindeutig bestimmt durch Elemente
von IP? bzw. durch eindimensionale Unterrdume von IR3.

3. FEin projektiver Punkt P = [u,v,w] liegt genau dann auf einer projek-
tiven Geraden [a, b, c|, wenn au + bv + cw = 0 gilt.

4. Zwei projektive Punkte oder Geraden X = [a,b,c], Y = [d| UV, (]
sind genau dann verschieden, wenn die Vektoren (a,b,c) (a',V,c) des
IR3 linear unabhingig sind. In diesem Falle ist der Vektor (a,b,c) x
(a',V,c) des IR nicht Null und steht auf (a,b,c) (a/,b,c) senkrecht.
Seine Aquivalenzklasse kann man mit X x Y = |a,b,c] x [V, ]
bezeichnen und sowohl als projektiven Punkt als auch als projektive
Gerade interpretieren.

(a) Sind X und Y projektive Punkte, so ist X x Y die projektive
Gerade, auf der X und'Y liegen.

(b) Sind X und Y projektive Geraden, so ist X X Y der projektive
Punkt, in dem sich X undY schneiden.

(c) Ist X ein projektiver Punkt und Y eine projektive Gerade, so
definiert X x'Y sowohl einen Punkt P als euch eine Gerade G,
und zwar so, dafS sich einerseits Y und G in P schneiden und
andererseits G die X und Q) verbindende projektive Gerade ist.
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5. Ein Punkt (a,b) der tiblichen Ebene IR* entspricht einem Punkt [a, b, 1]
der projektiven Ebene.

6. Eine “normale” Gerade (L) mit (a,b) # 0 ist eine Gerade [a,b,c| der
projektiven Ebene.

7. Die unendlich ferne Gerade ist [0,0,1].
8. Unendlich ferne Punkte sind [a,b,0] mit (a,b) # 0.

Diesen Satz wollen wir nicht im Detail beweisen, aber wir ziehen ein paar
exemplarische Folgerungen, die das Ganze etwas beleuchten.

Der klassische Schnittpunkt zweier nicht-paralleler klassischer Geraden
entspricht dem endlichen projektiven Punkt, der sich als Schnittpunkt
der projektiven Geraden ergibt.

Beweis: Schreibt man die Geraden mit (a,b,¢) und (a/,0,¢) im Sinne
von ([LZ), so sind sie genau dann nicht—parallel, wenn ab’ # d'b gilt.
Das ist wiederum &Aquivalent dazu, dafl die dritte Komponente ¢’ von
(a,b,¢) x (a',0/,c) = (a",b",") nicht verschwindet. Dann ist [a”, 0", "] =
[a” /" b" /" 1] ein endlicher projektiver Punkt, und (a”/c”,b"/c") liegt im
klassischen Sinn auf beiden klassischen Geraden, denn (a”/c¢”,b" /", 1) steht
in klassischem Sinn senkrecht auf (a,b,c) und (a/, ¥, ).

Auf der unendlich fernen Geraden [0,0, 1] liegen nur unendlich ferne
Punkte.

Beweis: Liegt [a, b, c] auf [0,0, 1], so folgt a-0+b-0+c-1=c=0, d.h. der
Punkt ist ein unendlich ferner.

Die unendlich ferne und eine andere projektive Gerade schneiden sich
immer in einem unendlich fernen Punkt.

Beweis: Schneidet man [0,0,1] und [a,b,c|, so folgt [0,0,1] X [a,b,c] =
[—b,a,0].

Ein endlicher und ein unendlich ferner Punkt definieren genau eine
“normale” Gerade.

Beweis: Weil kein endlicher Punkt auf der unendlich fernen Geraden liegen
kann, ist das klar. Man kann es aber auch ausrechnen: Die Punkte seien
[a,b,1] und [d',¥',0]. Es folgt [a,b,1] x [a/,V/,0] = [=V,d’,abl — ba']. Wire
dies die unendlich ferne Gerade, so miiite a’ = ' = 0 gelten, was unerlaubt
ist, denn es muB (o, b',0) # 0 € IR? gelten.
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In homogenen Koordinaten kann man Kegelschnitte sehr viel schéner darstel-
len als “herkémmlich”, weil (z.B.) Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln keinen,
genau einen oder genau zwei Schnittpunkte mit der unendlich fernen Ge-
raden haben. Aber leider ist fiir so etwas weder Zeit noch Raum in dieser
Vorlesung.

7.4 Projektive Geometrie des Raumes

Will man einen “dreidimensionalen” Raum modellieren (Vorsicht: “Dimensi-
on” ist hier bei uns nur als Begriff der linearen Algebra definiert), so braucht
man auch noch (Hyper-) Ebenen. Diese bilden eine Menge &£, und man for-
dert, daf} es zu je einer Geraden g € G und zu einem Punkt P, der nicht mit
G inzidiert, es eine Ebene E' geben soll, die mit P und G inzidiert. Zu je zwei
verschiedenen Ebenen soll es obendrein genau eine Gerade geben, in der sich
die Ebenen schneiden.

Wir gehen jetzt ziemlich brutal vor und modellieren das Ganze mit homoge-
nen Koordinaten in Analogie zum Fall der projektiven Ebene.

Theorem 7.5 Der projektive Raum tiber IR kann in homogenen Koordinaten
folgendermafen realisiert werden:

1. Grundmenge ist
IP? .= {[a,b,c,d] : (a,b,c,d) € IR*\ {0}}
mit der Aquivalenzrelation
[a,b,c,d| = [d', b, d'] genau dann, wenn (a,b,c,d) = z-(a', V', c,d'), = # 0.

Wir schreiben auch [p] € IP* mit p € IR*\ {0}. Zwei Elemente [p] und
[q] von IP?® sind genau dann verschieden, wenn die Vektoren p und q
des IR* linear unabhdngig sind.

2. Projektive Punkte und FEbenen sind eindeutig bestimmt durch Elemente
von IP3.

3. Projektive Punkte P = [p|] sind eindeutig bestimmt durch die eindimen-
sionalen Teilrdume span (p) von IR*.

4. Projektive Ebenen E = [e] sind eindeutig bestimmt durch die dreidi-
mensionalen Teilriume (span (e))* von IR*.

5. Fin projektiver Punkt P = [p| liegt genau dann auf einer projektiven
Ebene E = [e], wenn pTe =0 gilt, d.h. p auf e senkrecht steht.



7 GEOMETRIE 208

6.

Projektive Geraden sind bestimmt durch zweidimensionale Teilrdume
U wvon IR*. Man kann sie auf zwei Weisen beschreiben:

(a) in Punktdarstellung als Spann von zwei verschiedenen Punkten
P = [p| und Q = [q]. Dann enthalten sie alle Punkte R = [r] mit
r € span(p, q) und sind in allen Ebenen E = [e] miteTp =0 = elyq
enthalten. Die Vektoren p und q spannen U auf.

(b) in Ebenendarstellung als Schnitt von zwei verschiedenen Ebe-
nen E = [e] und F = [f]. Dann enthalten sie alle Punkte P = [p]
mit pTe = 0 = p'f und sind in allen Ebenen G = |[g] mit
g € span(e, f) enthalten. Die Vektoren e und f spannen Ut auf.

7. Zwei projektive Punkte oder Ebenen X = [x], Y = [y] sind genau dann

10.

11.

verschieden, wenn die Vektoren x,y des IR* linear unabhingig sind.
Zu dem von beiden Vektoren aufgespannten Teilraum U des IR* gibt
es einen eindeutig bestimmten zweidimensionalen Orthogonalraum V.
Beide Teilrdume kénnen als projektive Gerade Gy bzw. Gy aufgefafSt
werden.

Zwet aufspannende Vektoren aus U beschreiben Gy in Punktdarstel-
lung, zwer aufspannende Vektoren aus V' beschreiben Gy in Ebenendar-
stellung.

Zwei aufspannende Vektoren aus V' beschreiben Gy in Punktdarstel-
lung, zwei aufspannende Vektoren aus U beschreiben Gy in Ebenendar-
stellung.

Sind X und 'Y projektive Punkte, so ist Gy die X und Y verbindende
projektive Gerade.

Sind X undY projektive Ebenen, so ist Gy die projektive Schnittgerade
von X und Y.

Zwei verschiedene projektive Ebenen schneiden sich in genau einer
projektiven Geraden.

Zwei verschiedene projektive Punkte liegen auf genau einer projektiven
Geraden.

Fine projektive Ebene und eine darin nicht enthaltene projektive Gerade
schneiden sich in genau einem projektiven Punkt.

Fin projektiver Punkt und eine projektive Gerade, auf der der projektive
Punkt nicht liegt, definieren genau eine projektive Ebene, auf der beide
liegen.
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12. Ein Punkt (a,b,c) des iiblichen Raumes IR® entspricht einem Punkt
[a,b, c,1] des projektiven Raums.

13. Fine “normale” (Hyper-) Ebene
{(z,y,2) €IR* : a-v+b-y+c-z+d=0}
mit (a,b,c) # 0 ist eine projektive Ebene [a,b,c,d].
14. Die unendlich ferne projektive Ebene ist [0,0,0, 1].
15. Unendlich ferne Punkte sind |a, b, ¢,0] mit (a,b,c) # 0.

16. Unendlich ferne Geraden sind zweidimensionale Teilrdume von IR® x

{0},

Auch mit diesen Aussagen sollte man herumspielen, aber das wollen wir jetzt
den Ubungen iiberlassen und uns stattdessen fragen, welche Transformatio-
nen die Punkte, Geraden und Ebenen des projektiven Raumes wieder in
Punkte, Geraden und Ebenen des projektiven Raumes transformieren und
dabei Inzidenzen erhalten. Wir ignorieren dabei grofie Teile der projektiven
Geometrie und beschrénken uns auf das technisch Notige.

Zunachst stellen wir fest, dafl eine “normale” Affinkombination

n n
Zajxj mit ; € IR? und aj € IR mit 1 :Zaj

J=1 J=1

wenn man sie stattdessen auf endliche projektive Punkte der Form [z, 1]
anwendet, zu einem endlichen Punkt

> aj(ay 1) = Oy, 1)
s j=1

fithrt, der auch “normal” herausgekommen wére. Umgekehrt kann man Affin-
kombinationen auf die homogenen Koordinaten projektiver Punkte anwenden
und sieht, das sie die endlichen Punkte genau so transformieren wie das in
der affinen Punktgeometrie stattfinden wiirde. Man kann also Affinkombina-
tionen uneingeschréinkt auf Punkte von Geraden oder Ebenen in homogenen
Koordinaten ausfiihren, ohne die Geraden und Ebenen zu verlassen. Schlie3-
lich kann man noch sehen, dafl solche Kombinationen die unendlich ferne
Ebene fest lassen.



7 GEOMETRIE 210

Es sei nun z — Ax + b eine affine Transformation auf dem IR3. Sie sollte auf
endlichen projektiven Punkten [x, 1] als [Ax + b, 1] wirken. Das kann man als
vierdimensionale lineare Transformation

(4)0)-()

schreiben. Deshalb verliert man nichts, wenn man sich auf lineare Transfor-
mationen auf dem IR* beschrinkt, die auf homogene Koordinaten wirken.

7.5 Projektionen in der Computergraphik

Wir wollen eine dreidimensionale Szene, die wir kunstvoll im IR? aufgebaut
haben, auf einem Bildschirm anzeigen. Die Szene selbst kann aus Punkten,
Kurven, Flachen und Kérpern bestehen, die in dreidimensionalen “Weltko-
ordinaten” dargestellt sind. Zunéchst ignorieren wir das Problem, ob unser
Bildausschnitt die gesamte Szene oder nur einen Ausschnitt zeigen soll. Aber
wir wollen die Szene genau so darstellen, wie sie dem Auge des Betrachters
erscheint, insbesondere dann, wenn sich der Betrachter relativ zur Szene be-
wegt. Dabei ist die Tiefeninformation relativ zum Betrachter wichtig, denn
der Vordergrund mufl den Hintergrund iiberdecken. Diese Information gehort
nicht zur Szene, sondern sie hingt von der Szene und dem jeweiligen Betrach-
ter ab. Sie muf} bei bewegten Betrachtern immer neu berechnet werden, z.B.
wenn der Betrachter durch ein Sdulenlabyrinth l&uft.

In den Weltkoordinaten befindet sich also auch ein Augpunkt A, von dem
aus der Betrachter die Szene sieht. Ferner ist die Betrachtungsrichtung V'
(view vector) wichtig, die als Einheitsvektor im Augpunkt die Blickrich-
tung des Betrachters angibt. Es wrd ferner angenomen, dafl der Betrachter
die Szene durch einen Sichtrahmen (viewport) sieht, der einem fiktiven Bild-
schirm entspricht, der zwischen Augpunkt und Szene liegt und die konkrete
Bildinformation tragt. Was zum Bild des Betrachters beitragt, liegt auf Seh-
strahlen des Betrachters vom Augpunkt durch den Sichtrahmen in die Szene.
Das ergibt einen Kegel sichtbarer Punkte, und wenn man die Tiefe der Szene
als begrenzt annimmt, ergibt sich ein Sichtvolumen (view volume).

Die wichtigste Abbildungsoperation der Computergraphik ist die Projekti-
on von Szenenpunkten auf den Sichtrahmen. Das geschieht durch Verbinden
des Augpunktes A mit einem Szenenpunkt S durch eine Gerade, din im
Bildpunkt B den Sichtrahmen schneidet. Der Sichtrahmen befindet sich im
Abstand d vom Augpunkt auf dem Sichtvektor V' und steht auf dem Sichtvek-
tor senkrecht. Die Bildebene des Sichtrahmens wird durch zwei orthogonale
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Sichtvolumen

nkt

Abbildung 5: Sichttransformation

Vektoren U und D aufgespannt. Man nennt U den view—up vector, denn
er gibt an, was im Bild “oben” ist. Weil wir hier alles in affiner Geome-
trie darstellen wollen, benutzen wir keinen Nullpunkt in Weltkoordinaten.
Aber der Punkt Z kann als neuer Nullpunkt der Bildkoordinaten angesehen
werden. Ein beliebiger Bildpunkt B hat dann als Vektor des IR? die Form
Z +aU+ 3D mit den Bildkoordinaten «, (3. Die drei Vektoren V, U, D bilden
ein Orthonormalsystem.

Jetzt wollen wir die Sichttransformation ausrechnen. Der Punkt B im Bild
liegt auf der Verbindungsstrecke zwischen Augpunkt A und Szenenpunkt S.
Er hat also die Form B =X A+ (1 —\)S =5+ A(A — S). Damit haben wir
in

S+AA-S) = Z+aU+BD

drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Wir nutzen aus, was wir wissen,
namlich die Orthonormalitdten und die Gleichung Z = A 4 dV. Weil wir
spiater den Augpunkt A nach Unendlich schicken wollen, rechnen wir alles
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auf Z um. Es folgt

S+NZ—-dV —-S) = Z+aU+ 6D
(1-=XN(S—2) = d\V +aU + 3D
(1 A)VT(S Z) = d\
. V(S —Z)
B VT(S—dZ)+d
L=A = VI(S—2Z)+d

1-NUT(S—2) = a
(1-ANDT(S—2) = B.

Weil der Augpunkt nie im Sichtrahmen liegen sollte, kann man d # 0 anneh-
men und o := 1/d einfithren. Dann ergibt sich

) oVT(S - 2)

JVT(SIZ)—i—l
1 — _

A oVT(S—Z)+1

N Ut(s—-2)
oVT(S—27Z)+1

5 = DY (S - 27)
oVT(S—2Z)+1

Alle drei Transformationen sind als Funktion von S weder linear noch affin,
sondern rational! Genaugenommen sind sie Quotienten von zwei affinen Ab-
bildungen. Aber wenn wir in der Bildebene homogene Koordinaten einfiihren,
folgt

. p1] = Ur(S - 2) DT(S - Z)
o oVT(S —Z)+ 1" aVT(S - Z) + 1’
= [U"(S—=2),D"(5—2),0VT(S - Z)+1]
= |( UT DT o—VT)S (U, D", oV Z +(0,0,1)]

= DT (S—2)41(0,0,1)
oVl

und das ist in homogenen Koordinaten eine rein affine Transformation.

Die Tiefeninformation steckt in A, wobei A = 0 gilt, wenn S — Z senkrecht
ist zu V', d.h. wenn S im Bildrahmen liegt. Hinter dem Bildrahmen liegende
Punkte S haben eine positive Tiefenkoordinate. Deshalb kann man die Szene
so umrechnen, dafl sie im orthonormalen Koordinatensystem von V.U und
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D mit Ursprung in Z neu dargestellt wird, und zwar mit den iiblichen
Koordinaten («, 3, A) oder den homogenen Koordinaten [a, 3, A, 1]. Es folgt

@B = Ur(S — 7) DT (S — 7) oVT(S - Z)
T | oVI(S = Z) 41 oVI(S = Z) + 17 oVI(S — Z) + 1
= |[UN(S—=2),D"(S—=2Z),V'(S—2),0V"(S—Z)+1]
P
_ lvf (S~ Z) +(0,0,0,1)
oV’T

und auch dies ist eine affine Transformation, diesmal im IR*.

In diesem neuen Koordinatensystem hat der Augpunkt wegen A = Z—dV im-
mer die Form A = [0,0, —d, 1]. Wird er nach Unendlich verschoben, so strebt
d gegen Unendlich und o gegen 0. In homogenen Koordinaten wird dann A
tiber A = [0,0,—d,1] = [0,0,—1,1/d] — [0,0,—1,0] zum unendlich fernen
Punkt [0,0,—1,0], der von Z aus in Richtung —V im Unendlichen liegt. Die
Sehstrahlen sind dann alle parallel zu V', und man spricht von einer Paral-
lelprojektion. Bei endlichem Augpunkt hat man eine Zentralprojektion.
Die Darstellung in homogenen Koordinaten zeigt, dafl man beide Félle sau-
ber parallel behandeln kann. Wenn man alle geometrischen Transformationen
als affine Transformationen in vierdimensionalen homogenen Koordinaten
schreibt, hat man keinerlei Fallunterscheidungen zu machen.

7.6 Tiefenpufferverfahren

Bei der Anzeige von Szenen gehort zu jeder Bitposition des Bildes je ein Paar
(cr, B) von diskreten Bildkoordinaten. Zu jedem solchen Koordinatenpaar
gehort ein Strahl von Augpunkt A durch den Bildpunkt B = Z + aU + 3D.
Auf diesem Strahl ist nur diejenige Bildinformation anzuzeigen, die vom am
weitesten “vorn” gelegenen Szenenpunkt kommt, d.h. die mit kleinstem A.
Dabei ist es durchaus erlaubt, das der Augpunkt im Unendlichen liegt, denn
Parallelprojektion ist nicht nur zuléssig, sondern oft auch wiinschenswert.

Die Standard-Anzeigetechnik, wie sie von heutigen Grafiksystemen realisiert
wird, speichert zu jedem Koordinatenpaar nicht nur die Bildinformation,
sondern in einem zusétzlichen Tiefenpuffer (z-buffer) zu allen bisherigen
Szenenpunkten, die auf dem Sehstrahl durch (a, ) liegen, auch die bislang
kleinste Tiefenkoordinate A. Soll ein neuer Szenenpunkt angezeigt werden,
so wird zuerst das Bildkoordinatenpaar (a, ) zusammen mit der Tiefen-
koordinate A ausgerechnet, und zwar nach der Formel (L) in homogenen
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Koordinaten. Dann wird im Tiefenpuffer nachgesehen, ob der dort gespei-
cherte Wert grofler als A\ ist, Wenn nein, ist der neue Punkt “hinten”, und
man kann einen neuen Szenenpunkt ausrechnen und den soeben berechneten
vergessen. Andernfalls ist der Punkt “vorn”, und seine reale Farbinformati-
on mufl berechnet werden und in den Bildspeicher eingetragen werden. Im
Tiefenpuffer wird der neue Wert von A\ abgelegt und ein neuer Szenenpunkt
kommt dran.

Das Verfahren hat den Vorteil, daffi man den Durchlauf durch die Szenen-
punkte nicht strukturieren muf}. Es wird in allen modernen Hochleistungs—
Graphiksystemen zusammen mit der vierdimensionalen Transformation (IZd)
in homogenen Koordinaten realisiert. Deshalb gehort es zusammen mit
dem Versténdnis projektiver Geometrie zum Grundwissen der Informatik—
Studierenden.
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8 Folgen

Wir haben bisher Mengenlehre, Logik, ein wenig Zahlentheorie und dann li-
neare Algebra und Geometrie betrieben. Dabei gab es schon mehrfach Anlaf,
von “Unendlich” zu reden, zum Beispiel als es um IN, um abzihlbar unend-
liche Mengen oder um unendlichdimensionale Vektorrdume wie den Poly-
nomraum ging. In diesem Kapitel wird nun der Begriff des Grenzwerts oder
des Limes eingefiihrt. Damit beginnt die Disziplin “Analysisﬂ”, und der Um-
gang mit “Unendlich” wird vom Sonderfall zum Normalfall. Die Differential—
und Integralrechnung sowie die Differentialgeometrie basieren direkt auf dem
Grenzwertbegriff, und weitergehende anwendungsbezogene Disziplinen wie
Wahrscheinlichkeitstheorie und Differentialgleichungen sind ohne das Diffe-
renzieren und Integrieren undenkbar. Auch in der informatik brauchen viele
Anwendungen Ergebnisse der Differential- und Integralrechnung, der Wahr-
scheinlichkeitstheorie oder Differentialgeometrie, und weil diese Disziplinen
samtlich den Grenzwertbegriff voraussetzen, ist dieses Kapitel, obwohl es nur
indirekt Bezug zur Informatik hat, sehr wichtig fiir die Ausbildung der In-
formatikstudierenden.

8.1 Reelle Zahlenfolgen

Wir halten uns hier zuerst an Folgen reeller Zahlen. Die allgemeinen Folgen
in metrischen Rdumen holen wir aber nach.

8.1.1 Konvergenz von Folgen

Definition 8.1 Fine reelle Zahlenfolgeﬁ (kurz “Folge” genannt) ist eine
Abbildung von IN in IR bzw. ein Element von IRY . In Anlehnung an die n—
Tupel verwendet man fiir reelle Zahlenfolgen oft die Schreibweise (ay,), € IRY
statt a : IN — IR, n +% a(n). Die Zahlen a, heifen Glieder der Folge
(an)n € IRN. Bine Teilfolge von (a,), € IRV ist eine Folge (a,), € IRY
mit einer unendlichen Teilmenge N von IN.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Analysis
%http://de.wikipedia.org/wiki/Folge_(Mathematik)


http://de.wikipedia.org/wiki/Analysis
http://de.wikipedia.org/wiki/Folge_(Mathematik)
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Hier sind ein paar Beispiele:

1

L= 1,1/2,1/3,1/4,...

a o /2,1/3,1/

a, = 2" 1,2,4,8,16, ...

a, = 27" 1,1/2/1/4,1/8,1/16, ...
1\t 2l 32 43 54

n = 1 T19 A9 020 440" "

¢ ( +n+1> 1192733 44

an = (=1)" 1,-1,1,-1,1,—1,...

Man “sieht”, daf§ die ersten beiden Folgen gegen Null und die dritte gegen
Unendlich “streben”, wihrend es nicht ganz so klar ist, dafl die vierte Folge
gegen e ~ 2.71828 “strebt”. Die letzte wiederum kann sich nicht zwischen 1
und —1 entscheiden.

Bei Folgen interessiert man sich nicht besonders fiir die ersten Terme; man
will wissen, wie sich die Terme a,, fiir grole n verhalten. Deshalb werden wir
Folgen statt bei n = 0 auch oft bei n = 1 oder einem anderen Index beginnen
lassen. In solchen Fillen schreiben wir z.B. (ay,)n>1-

Etwas interessanter als die obigen Beispiele sind rekursiv definierte und prak-
tisch wichtigere Folgen wie

ag = z fiir eine feste Zahl z > 0
n, z .
Any1 ‘= ? + g, n > 0. (8 2)

Diese Folge ist eine sehr effiziente (und in Computern inklusive einiger Zu-
satztricks auch implementierte) Methode, die Wurzel aus z nidherungsweise
zu berechnen, denn die Folge “strebt ziemlich rapide” gegen /z. Fiir z = 2
bekommt man

a = 2.0 ai = 4.0
a, = 15 a2 = 2.25
a; = 1.416666666666666 a3 = 2.006944444444444
az = 1.414215686274509 a3 = 2.000006007304882
ay = 1.414213562374689 a2 = 2.000000000004510
as = 1.414213562373095 a2 = 1.999999999999999



8 FOLGEN 217

Aber warum in aller Welt “strebt” die rekursiv definierte Folge

ay = 1

o= et S

a = 1.0

ap = 0.6666666666666667

ay = 0.8666666666666667

as = 0.7238095238095239

ay = 0.8349206349206351

as; = 0.7440115440115441

ag = 0.8209346209346211
ara99 = 0.7852314967492998

as00 = 0.7855647190085467

so schrecklich langsam gegen 7 /4 ~ 0.7853981633974483, daf sie zur Berech-

nung von 7 leider unbrauchbar ist? Immerhin ist es iiberraschend, daf sie
ausgerechnet gegen 7/4 “streben” soll, aber es ist noch ein weiter Weg, bis

wir das beweisen konnen. Das Ergebnis geht auf Gregoryﬁ und Leibni

zuriick, siehe auch den sehr lesenswerten Text iiber 7 in
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/HistTopics/Pi_through_the_ages.html.

7

Es ist jetzt Zeit, den Begriff “die Folge ... strebt gegen...” sauber zu fassen.
Wenn wir den Grenzwert a nennen, so sollten die Folgenglieder der Zahl o
beliebig nahe kommen, d.h. der Abstand |a,, — a sollte beliebig klein werden.
Was heifit “beliebig”? Das faBt man so, dal man zu jeder positiven (kleinen)
Zahl € eine e-Umgebung von « als

Ula) ={f€eR : la—f|<e}=(a—€ca+e)

definiert und verlangt, dafl in jeder vorgegebenen kleinen e-Umgebung von «
immer ein komplettes Endstiick {a, : n > N} der Folge liegen muf}. Wenn
man also ein beliebig kleines € vorgegeben bekommt, mufl man ein N € IN
angeben konnen, so dafl das Endstiick {a, : n > N} in der e-Umgebung
von « liegt. Also:

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Gregory.html
?http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Leibniz.html


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gregory.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Leibniz.html
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Definition 8.3 Eine reelle Zahlenfolge (a,,), € IRY ist konvergent gegen
cinen Grenzwert oder Limed]H o € IR, wenn es zu jedem reellen € > 0 ein
N € IN gibt, so daf$ fiir alle n > N die Abschdtzung

la, — o] <€

gilt. Man schreibt
a= lim a,.

n—0o0

Folgen, die gegen Null konvergieren, nennt man Nullfolgelﬁ.

Folgen, die nicht konvergieren, nennt man divergent.

Der Grenzwert einer konvergenten Teilfolge einer Folge heifit Haufungs-
punktﬂ der Folge.

Das klingt sehr abstrakt und ist es auch. Die Leser sollten unbedingt noch
einmal den vorausgehenden Text durcharbeiten, wenn das Probleme macht.
In der Praxis hat man eine Art Tauschgeschéft:

Wenn Du mir ein € > 0 Deiner Wahl vorgibst, dann muf} ich, wenn ich
beweisen will, daf} die Folge (a,), € IRY gegen a konvergiert, Dir ein
N € IN zuriickgeben konnen, so daB |a,, — «| < € fiir alle n > N gilt.

Mathematisch gesehen hat man eigentlich eine Funktion N : (0,00) —
IN, € — N(e) anzugeben, so daf fiir jedes € > 0 stets |a, — a| < € fiir alle
n > N(e) gilt.

Wir werden das an den obigen Beispielen iiben. Aber vorerst halten wir noch
fest:

Bei der Konvergenzuntersuchung kann man eine beliebige, aber end-
liche Anzahl von Folgengliedern einfach ignorieren, ohne die Konver-
genzeigenschaften zu verandern.

Unsere Beispiele zum Umgang mit der Grenzwertdefinition fangen wir an mit

Theorem 8.4 Ist eine Folge konvergent, so ist thr Limes eindeutig bestimmid.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Grenzwert_(Folge)

2Das lateinische Wort Limes hat den Plural Limites und nicht Limiten. Im Englischen
benutzt man limit und limaits.

3http://de.wikipedia.org/wiki/Nullfolge

“http://de.wikipedia.org/wiki/H%C3%A4ufungspunkt


http://de.wikipedia.org/wiki/Grenzwert_(Folge)
http://de.wikipedia.org/wiki/Nullfolge
http://de.wikipedia.org/wiki/H%C3%A4ufungspunkt
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Zum Beweis nehmen wir an, eine konvergente Folge (a,), habe zwei ver-
schiedene Limites o # [ in IR. Dann muf jede beliebig kleine Umgebung
beider Limites je ein komplettes Endstiick der Folge enthalten, was natiirlich
nicht sein kann. Wenn wir zu Ubungszwecken dieses Argument mathematisch
sauber ausfiihren wollen, definieren wir

d:=|la—=p]>0

und wéhlen € := §/2 damit die e-Umgebungen von « und 3 sich nicht
iiberschneiden. Wegen der Konvergenz der Folge, und weil o und ( Limites
sein sollen, gibt es dann ein N € IN und ein M € IN mit

lay, —a| < e firallem > M
la, — 3] < e fiirallen > N.

Wir nehmen K := max(M, N) und ein £ > K und bekommen

d=la—=p] = |la—ar+a — B
< o —ag| + |ax — B
< 2e=19¢
was nicht sein kann. O

Durch Hinschreiben der Definition des Limes bekommt man sofort heraus,
dafl konstante Folgen (a,), = («), konvergent sind mit Limes a.

Aber jetzt sehen wir uns die wichtigsten Nullfolgen an.

Behauptung: Die Folge mit Gliedern a,, := %H hat den Grenzwert Null.

Zu zeigen ist: Zu jedem e > 0 gibt es ein N € IN, so dafl n%rl < € fiir alle
n > N gilt.

Inoffizielle Zwischenrechnung: Es mu n+1 > 1/¢ fiir alle n > N gelten, und
das kriegen wir hoffentlich hin, wenn wir

n+l1>N+1>1/e

wéhlen. Wir miissen jetzt aber zuriick zu einem reguléren Beweis.

Losung: Wir wéhlen zu gegebenem € ein N mit N + 1 > 1/e.

Firallen > N gilt dannn+1> N+1> 1/eund 1/(n+1) <1/(N+1) <e.
O

Man beachte, daf die inoffizielle Zwischenrechnung nicht zum Beweis gehort,
sondern nur die richtige Idee liefert. Wenn man das passende N zum e
angegeben hat, kann man erst den Beweis beginnen.
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Jetzt zur speziellen geometrischen Folge a, := ¢", wobei wir oben ¢ = 2
und ¢ = 1/2 hatten. Behauptung: Fiir jedes feste ¢ € IR mit |¢| < 1 hat die
Folge mit Gliedern a,, := ¢" den Grenzwert Null.

Zu zeigen ist: Zu jedem € > 0 gibt es ein N € IN, so dafl |¢"| < e fiir alle
n > N gilt.

Inoffizielle Zwischenrechnung: Wir formen um:

"] < e
g < e
n-loglgl < loge

1
n o> 8¢
log ]

wobei wir benutzen, dafl aus |g| < 1 stets log |¢| < 0 folgt und der Logarith-
mus monoton ist.

Losung: Wir withlen zu gegebenem € ein N mit N > 28
log |q]

Fiir alle n > N gilt dannn > N > l?gﬁ; und bei Umkehrung der Schlufikette

der inoffiziellen Zwischenrechnung folgt |¢"| < €. Falls es stort, dafl wir hier
den Logarithmus benutzt haben: es folgt spéiter ein anderer Beweis. O

Es ist leicht zu beweisen, dafi die Folgen mit Gliedern 2" oder (—1)" nicht
konvergieren, d.h. keinen Grenzwert haben. Immerhin hat die Folge (—1)"
zwei Haufungspunkte.

Aufgabe: Man beweise das.

Wir brauchen fiir spéatere Zwecke noch

Definition 8.5 FEine reelle Zahlenfolge (ay,), strebt gegen +oo, wenn es zu
jedem K >0 ein N € IN gibt, so dafs

a, > K fir allen > N.

Man schreibt lim,,_,o, a,, = 0o. Analog definiert man lim,,_,., a, = —o0, falls
lim,, o (—ay,) = 0o gilt.

Wir werden solche Folgen nicht als konvergent bezeichnen, aber dennoch die
Notation lim,,_,. a, = oo benutzen.
8.1.2 Konvergenzsitze fiir Folgen

Fiir die Untersuchung von Folgen auf Konvergenz gibt es einen guten Werk-
zeugkasten. Wir beginnen mit Aussagen iiber Folgen, deren Konvergenz wir
schon wissen.
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Theorem 8.6 1. Konvergente Folgen sind (als Zahlenmengen) beschrinkt.
Umgekehrt, und fir die Praxis wichtiger: ist eine Folge nicht be-
schrdankt, so kann sie nicht konvergent sein. Der Limes einer konver-
genten Zahlenfolge liegt innerhalb beliebiger Schranken der Folge, und
insbesondere zwischen Infimum und Supremum der Folge.

2. Die konvergenten reellen Zahlenfolgen bilden einen unendlichdimensio-
nalen Untervektorraum von IRYN. Die Abbildung (an)n +— lima, ist
eine lineare Abbildung auf diesem Unterraum. Mit anderen Worten:
Sind zwei reelle Zahlenfolgen (ay,), € IRYN und (b,), € IRYN konvergent
und sind a, B € IR beliebig, so ist die Folge (aa, + Bby,), konvergent
und es gilt

lim (aa, + Bb,) = a lim a, + [ lim b,.
Insbesondere sind Linearkombinationen von Nullfolgen wieder Nullfol-

gen, denn die Nullfolgen sind ein Unterraum der konvergenten Folgen,
sie bilden den Kern der obigen linearen Abbildung.

8. Sind (an)n € RN und (b,), € IRY konvergente reelle Zahlenfolgen, so
ist auch (ay, - by), eine konvergente Zahlenfolge und es gilt

lim (a, -b,) = (lim an> . (lim bn>.
Insbesondere sind Produkte und Potenzen von Nullfolgen wieder Null-
folgen.

4. Sind (an), € RN und (bn), € IRY, konvergente reelle Zahlenfolgen,
und ist der Grenzwert von (by,), nicht Null, so ist auch (a,/by,), eine
konvergente Zahlenfolge und es gilt

lim (a,/b,) = <n1LH010 an> / (lim bn>.

n—oo n—oo

5. Ist (an), € IRN eine konvergente Zahlenfolge, so auch (|a,|), € IRY
mit im,, o |a,| = | lim, o0 Gyl

Die Beweise sind durchweg elementar, und gute Ubungsaufgaben. Weil der
Beweis von Teil 3 einige typische Eigenarten hat, die auch anderswo niitzlich
sind, fithren wir ihn in aller Breite vor.

Voraussetzung: (a,), € IRY und (b,), € IRYN sind konvergente reelle Zah-
lenfolgen, die Grenzwerte sind a = lima,, und § = limb,,.
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Zu zeigen: Die Folge (a,, - b,), ist konvergent und hat den Limes « - (.

Zu zeigen: Zu jedem e > 0 gibt es ein N € IN, so daB fiir alle n > N die
Aussage |a, - b, — a - (] < e folgt.

Voraussetzung A: Zu jedem €4 > 0 gibt es ein Ny € IN, so daB fiir alle
n > N, die Aussage |a, —a| < €4 folgt. Ferner gibt es wegen der Beschrinkt-
heit konvergenter Folgen ein K4 > 0 so daf |a,| < K4 und |of < K4 gilt.
Voraussetzung B: Zu jedem e > 0 gibt es ein Ng € IN, so daf} fiir alle
n > Np die Aussage |b, — (| < ep folgt. Ferner gibt es ein Kz > 0 so dafl
|b,| < Kp und || < Kp gilt.

Inoffizielle Zwischenrechnung: Man muf irgendwie von |a, — a] < € und
|b, — G| < € auf |a, - b, — - 3] < € kommen. Weil das n in a, - b, doppelt
vorkommt, in den entsprechenden Voraussetzungen aber nur einfach, sollte
man sich eine Briicke {iber a, - # bauen. Dieser Wert ist ein “Mittelding”
zwischen a,,-b,, und a-(3. Der Beweis geht ganz dhnlich mit der entsprechenden
Briicke iiber « - b,. Es folgt:
|an'bn_a'ﬁ| |anbn_anﬁ+anﬁ_aﬁ|

|anbn_anﬁ|+|anﬁ_&ﬁ|
| lbn ~ 51 + 3] lan — o
Ka-|b, — 0|+ Kp - |a, — af
Kaep + Kpey

AN TN

wenn wir zu gewissen €4 und eg die Indizes n mit n > Ny und n > Np
nehmen. Man mufl das Ganze so hinkriegen, dafl Kaegp + Kgeyq < € wird,
wenn € vorgegeben ist. Also verteilt man je €/2 auf diese beiden Summanden.
Dann ergibt sich die

Losung: Zu gegebenem e > 0 wihlt man €4 und eg so klein, dafl Kpgea < €/2
und Kuep < €/2 gilt (man nimmt z.B. €4 = ¢/(2(K4 + 1)) und eg =
¢/(2(Kp + 1))). Dazu bekommt man je ein Ny und ein Np aus den Vor-
aussetzungen A und B mit |a, — a] < €4 und |b, — [| < ep fiir alle
n > N := max(Nga, Ng). Wir wihlen zu unserem e genau dieses N. Dann
folgt fiir alle n > N = max(N4, Ng) die Aussage

|an'bn—04'ﬁ| < KAEB+KB€A
< €/24¢€/2=c¢

indem wir wie in der inoffiziellen Zwischenrechnung verfahren und unsere
gute Wahl von €4 und ep einsetzen. O

Typische Anwendungen dieses Satzes sehen etwa so aus:
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Aufgabe: Ist die Folge mit den Gliedern

_4An? —3n+2
C 14nn+1)

Qp -

konvergent und wenn ja, was ist der Limes?

Die Grundidee ist, den Ausdruck so umzuformen, dafl man moglichst viele
konvergente Folgen ablesen kann, um deren Limites einzusetzen. Wir igno-
rieren das einzelne Folgenglied mit n = 0 und dividieren den Bruch durch

2.

" 4-31 421

Un = —T T e

n2 n

Wir wissen aus dem obigen Satz, daf§ alle Folgen der Form b, = n%rk mit
festem k£ gegen Null konvergieren, denn sie stimmen bis auf endlich viele
Glieder mit n+r1 iiberein. Deshalb konvergiert % gegen Null und nach unserem
Satz auch jede Potenz davon, d.h. insbesondere auch # Die Folge im Zahler
hat also nach unserem Satz den Limes 4 — 3 -0+ 2 -0 = 4, wiahrend die
Folge im Nenner gegen 0-14 140 = 1 konvergiert. Dann liefert der Satz die

Konvergenz der gesamten Folge gegen 4.

Zu Ubungszwecken notieren wir noch ein paar einfache Fakten ohne Beweis:

e Die beschréankten Folgen bilden einen Untervektorraum des allgemeinen
Folgenraums IR™.

e Auf beschrankten Folgen ist

[(@n)nlloc := sup |a,|
nelN

eine Norm.

e Die konvergenten Folgen sind ein Untervektorraum der beschrénkten
Folgen.

e Die konstanten Folgen sind ein zu IR isomorpher Untervektorraum des
Vektorraums der konvergenten Folgen.

Eine andere Gruppe von Sidtzen wirkt auf Folgen, deren Konvergenz man
noch nicht weil und deren Limes man noch nicht kennt. Hier ist wichtig, daf3
die reellen Zahlen vollstindig angeordnet sind, d.h. jede nach oben bzw.
unten beschrinkte Menge reeller Zahlen hat nach Satz B2l ein Supremum
bzw. Infimum. Man sieht sich Folgen an, die angeordnet sind:
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Definition 8.7 Fine Folge (a,), heifit (schwach) monotonl] wachsend,
wenn
an < apyq fiir allen € IN

gilt. Hat man < statt <, so ist die Folge streng monoton wachsend oder
stark monoton wachsend. Analog, aber mit umgedrehter Ordnungsrelation,
definiert man eine Folge als monoton fallend.

Theorem 8.8 Jede schwach monoton wachsende und nach oben beschrdinkte
Folge ist konvergent und thr Supremum ist ihr Limes. Das gilt analog auch
fiir fallende Folgen und das Infimum.

Beweis: Ist (a,), eine monoton wachsende und nach oben beschriankte Folge,
so hat die Punktmenge {a,, : n € IN} ein Supremum « € IR, weil die reellen
Zahlen vollstandig sind. Es gilt also

ap < apyq < o fiir alle n € IN

und « ist die kleinste reelle Zahl mit dieser Eigenschaft. Es sei nun ein € > 0
vorgegeben, und wir behaupten, daf es dazu ein N € IN gibt mit a —ay < €.
Wire das nicht so, miifite fiir alle n € IN die Aussage a — a,, > € gelten,
aber dann wére o — € eine kleinere obere Schranke als o, was nicht geht. Wir
finden also immer ein N mit o« — ay < € und bekommen fir alle n > N
wegen ay < a, < « erst recht

la—a,|=a—a, <a—ay <e
O

Damit hat man einen einfachen Beweis fiir die Konvergenz aller Folgen a,, :=
q" gegen Null, sofern 0 < ¢ < 1 gilt, denn aus

an =q" = q"" /g = an1/q > app1 >0
ergibt sich, dafl die Folge monoton féllt und durch Null nach unten beschrankt
ist. Sie konvergiert also gegen ein Infimum « > 0. Die Folge b, := (qan),
konvergiert dann gegen ga und ist bis auf das erste Glied identisch mit der
Folge (ay)n, hat also denselben Limes. Es folgt & = g, und wegen ¢ # 1
kann « nicht positiv sein. 0.

Wenn man nicht weif, ob eine Folge konvergiert, kann man also nach Monoto-
nie und Beschranktheit fragen, um Konvergenz nachzuweisen. Geht das nicht,

"http://de.wikipedia.org/wiki/Monotonie_(Mathematik)


http://de.wikipedia.org/wiki/Monotonie_(Mathematik)
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so reicht es manchmal zu wissen, dafl die Folgenglieder ziemlich dicht bei-
einander liegen. Das ist der Inhalt des Konvergenzkriteriums von Cauchyﬂ:

Theorem 8.9 Fine reelle Zahlenfolge (ay), ist genau dann konvergent,
wenn es zu jedem € > 0 ein N € IN gibt, so daf8 fir alle m,n > N die
Abschatzung |a, — an| < € gilt.

Hat eine Folge diese Eigenschaft, so spricht man auch von einer Cauchy—
Folgeﬁ und der obige Satz bekommt die Form

e Jede Cauchy-Folge ist konvergent, und jede konvergente Folge ist eine
Cauchy—Folge.

Es ist sehr einfach zu zeigen (Aufgabe: wie?), dafl jede konvergente Folge eine
Cauchy—Folge ist. Die Umkehrung ist erheblich schwieriger, aber wir werden
es versuchen. Es gelte also das Cauchy—Kriterium, und wir wollen zeigen, dafl
die Folge konvergiert. Weil wir (noch) keinen Limes haben, miissen wir Satz
benutzen, und dazu brauchen wir monotone und beschréinkte Folgen, die
wir uns erst noch bauen miissen. Mit dieser Grundidee ist es nicht mehr ganz
so schwierig.

Aus dem Kriterium folgt sofort, dafi die Folge (a,), beschriankt sein muf,
denn wenn man das N; zu € = 1 wahlt, folgt, daf alle a,, mit n > N; die
Eigenschaft |ay —a,| < 1 haben, was |a,| < 1+|ax| bedeutet. Diese Schranke
gilt fiir das komplette Endstiick, und die ersten N; Glieder machen keinen
wesentlichen Unterschied, weil sie auch beschrankt sind.

Jetzt verschaffen wir uns schwach monotone und beschrankte Folgen, indem
wir Infimum und Supremum der Endstiicke bilden:

by :=inf{a,, : m >n} <c¢,:=sup{a, : m>n}
und bekommen nach Satz Limites 4 und v mit

b, < b,y < klim b =0 <~v:= klim cr < cpy1 < ¢, flr alle n € IN.
— 00 — 00

Dann geben wir ein beliebiges ¢ > 0 vor und erhalten aus dem Kriterium ein
N € IN mit |a,, — a;,| < € fiir alle n,m > N. Also gilt |ay — a,,| < € fiir alle
m > N und es folgt

any — €< a,, <ayx+efirallem>N

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Cauchy.html
%http://de.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Folge


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Cauchy.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Folge
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und das bedeutet
any —e<by <cy<ay+e
und 0 < v — 3 < ey — by < 2¢e. Well € beliebig war, folgt 8 = ~, und wir

wollen jetzt beweisen, daf dies der gesuchte Limes der Folge (a,,),, ist.

Zu jedem € > 0 bekommen wir wegen der Konvergenz der Folge (b,),, ein Ng
mit |b, — | < e fiir alle n > Np sowie analog ein N¢ mit |, —7| = |¢,— (] < €
fiir alle n > Ng. Wahlen wir N := max(Np, N¢), so folgt fiir alle n > N die
Aussage

B—e<b,<a,<c, <f+e¢€

fiir alle m > n > N, und deshalb gilt |a,, — (| < € fiir alle m > N. O

Ein weiterer niitzlicher Trick zum Beweis der Konvergenz von reellen Zah-
lenfolgen ist die Einschliefung:

Theorem 8.10 Sind (an)n, (bn)n, (¢n)n reelle Zahlenfolgen mit
a, < b, <c, fir allen € IN,

und sind (ap)n, (cn)n konvergent mit demselben Grenzwert o € IR, so kon-
vergiert auch (b,), gegen diesen Grenzwert.

Beweis: Zu gegebenem € > 0 gibt es N4, No € IN, so daB fiir alle n >
max(Ng, N¢) stets |a, —a| < e und |c, — o] < € gilt. Dann folgt wegen

—la, —a|<a,—a<b,—a<c,—a<]|c —ql
die Abschétzung
b, — o] < max(|a, — |, |c, — a]) <e.

Wir wihlen zu gegebenem € > 0 also N := max (N4, N¢) und bekommen die
Konvergenz von (by,),,- O

Der wichtigste Anwendungsfall sieht so aus: ist (¢, ), eine Nullfolge, und gilt
0<b, <c, fir alle n € IN,

so ist auch (b,), eine Nullfolge. Man sagt dann, die Folge (c,), sei eine
Majorante von (b,),.

Wenn wir nur Beschrédnktheit einer Folge haben, konnen wir nicht auf Kon-
vergenz schliefen, wie man am Beispiel der Folge 1, —1,1, —1, ... sieht. Aber
jetzt kommt eine unscheinbar klingende, aber sehr wichtige Aussage iiber
beschrénkte reelle Zahlenfolgen:



8 FOLGEN 227

Theorem 8.11 (Satz von BolzanoEfWeierstrasﬂ)
Jede beschrinkte reelle Zahlenfolge hat eine konvergente Teilfolge und damit
auch einen Haufungspunkt.

Beweis: Es sei eine beschrinkte Folge (d,), € IRY gegeben, und weil sie
beschriankt ist, konnen wir annehmen, sie liege im Intervall [— K, K| mit ei-
nem positiven K € IR. Wir streben einen konstruktiven rekursiv—induktiven
Beweis an, der das vorige Ergebnis benutzt und den Standardtrick der In-
tervallschachtelung anwendet. Dazu bezeichnen wir unsere Folge neu mit
(dD), € [-K - 2°, K - 2°] = |ag, ¢o] und wiihlen ein beliebiges Folgenelement
aus dieser Folge, das wir by nennen. Es folgt der Induktionsanfang

apg < bo < <
0 < ¢g—ag < 2K2°
bo c [ao,Co] N {dj . j c W}
dY € ag,c) N {d; : j € IN} fiir alle n € IN.

n

Nehmen wir an, wir hétten fiir ein £ > 0 schon

AN

ap < by < ¢
0 < g—ap < 2K27k
bk € [ak,ck] N {d] : j € EV}
M

d¥ e [ap, il {d; : j € IN} fiir alle n € IN.

Jetzt teilen wir das Intervall [ay, ¢x] in zwei Teile und greifen einen Teil heraus,

der unendlich viele der d’ enthilt. Diese Teilfolge nennen wir (d%kﬂ))n,
und das halbierte Intervall wird [ajy1, cgr1]. Eines der Folgenelemente von
d% Y nehmen wir heraus und nennen es bry1. Damit ist klar, dafl wir den

Induktionsschritt vollzogen haben, aber es folgt auch die Monotonie
ap < gy < Cpyq < ¢ fir alle k € IN

weil wir immer die linke oder die rechte Hélfte von [ay, x| als [agi1, Cria]
nehmen.

Die beiden Folgen (ag)r und (cg)x sind monoton und beschrénkt. Sie haben
deshalb Limites a bzw v, die mit dem Supremum bzw. Infimum zusammen-
fallen. Diese Limites miissen gleich sein, weil 0 < ¢ — a; < 2K27% und

ap < a<~vy < fir alle k € IN

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Bolzano.html
?http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Weierstrass.html
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gilt. Nach Satz folgt dann die Konvergenz der Folge (by)r gegen den-
selben Limes. Diese Folge ist aber eine Teilfolge der urspriinglich gegebenen
Folge. a

Manche Puristen (genauer: Intuitionisterﬂ 2.B. Brouwerf] oder die Kon-
struktivisterﬁ) wiirden so einen Beweis nicht gelten lassen, weil hier un-
endlich oft aus einer jeweils unendlichen Menge eine unendliche Teilmenge
ausgewahlt wurde. Aber wir sollten uns so einen schonen Beweis nicht durch
irgendein Genorgele kaputtmachen lassen. Oder?

Als konkretes Beispiel untersuchen wir die Folge

a

— >0
2+ n >

Qg = 2 > 0, Apy1 = g,
n

aus (B2). Da wir vermuten, dafl der Limes 4/Z ist, ziehen wir ihn von beiden
Seiten ab und bekommen nach einiger Rechnung

g1 —V7Z = M. (8.12)

2a,,

Weil die Folge nur positive Elemente haben kann (Induktion) gilt a,, 11 —+/z >
0 und deshalb

- Ynt1
(2 = fnt 2041 2 20541
Also ist die Folge spétestens vom zweiten Glied an monoton fallend und
nach unten wegen (BIZ) durch \/z > 0 beschrénkt. Sie hat also einen Limes
a > +/z > 0. Die drei Folgen mit den Gliedern a,1, a,/2 und z/(2a,) sind
nach Satz B0 konvergent mit den Limites o, a/2 und z/(2a). Es gilt dann

und daraus folgt nach kurzer Rechnung o? = 2.

Die Gleichung ([BTI2) zeigt, warum die Folge sehr schunell konvergiert. Fiir
n > 1 und z > 1 gilt ndmlich

(an — /2)?

0 < tpsr — V2 < 5

"http://de.wikipedia.org/wiki/Intuitionismus
%http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Brouwer.html
3http://de.wikipedia.org/wiki/Konstruktive_Mathematik
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wegen a, > +/z > 1. Wenn nun der Fehler a,, — /2 fiir ein n schon ziemlich
klein ist, z.B. 107°, so ist der Fehler a,,1 — /2 schon kleiner als 1071°. Die
Anzahl der korrekten Dezimalstellen verdoppelt sich mit jedem Schritt! Das
haben wir oben schon beaobachtet.

Diese Methode zur Wurzelberechnung ist ein Spezialfall des Newtonll-
Verfahrens zur Losung allgemeiner Gleichungen und Gleichungssysteme.

Manchmal hat man Ausdriicke, die auf zwei verschiedene Weisen als Folgen
aufgefafit werden konnen. Dann ist es nicht gleichgiiltig, welchen der beiden

moglichen Limites man zuerst bildet. Beispiel:
" .
f(n,m) = (1 — —) fiir alle m,n > 1.
n

Das liefert

. 1\ . . 1\
lim [1—— =1"=1, lim lim (1— — =1
n— oo n m—00 N—00 n

lim <1—l> =0, lim lim <1—l> =0.
m— o0 n n—o0 mMm—oo n

Beim Vertauschen zweier Grenzprozesse
ist grofite Vorsicht geboten!

und

Merksatz:

8.2 Landau—Symbole

In der Informatik hat man oft Verfahren A und B zu vergleichen, die in
Abhéngigkeit von einem Parameter n, etwa der Linge eines bindren Einga-
bewortes oder der Anzahl der zu sortierenden Objekte, den Aufwand A(n)
oder B(n) haben. Welches ist schneller? Das kann man fiir feste n untersu-
chen, aber auch fiir “sehr grofie” n im “asymptotischen Grenzfall”. Es geht
hier weniger um konvergente Folgen, sondern darum, welche der beiden Fol-
gen “schneller” gegen Unendlich strebt. Und dabei sind feste Faktoren nicht
besonders relevant; man sieht Verfahren, die den Aufwand n3/3 oder 2n?/3
haben, als vergleichbar schnell an. Zusitzliche Terme wie 17n? fallen fiir grofie
n nicht ins Gewicht und werden ignoriert.ﬁ Genauer:

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Newton.html

% Nebenbei: das GauBsche Eliminationsverfahren braucht im wesentlichen n®/3 Multi-
plikationen zum Lo&sen eines n x n—Gleichungssystems, wiahrend das @ R—Verfahren nach
Householder 2n3/3 Multiplikationen braucht. Es gibt trickreiche Verfahren, die mit et-
wa n'°827 ~ n2807 Multiplikationen auskommen, und das Rennen nach dem kleinsten
Exponenten ist offen.


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Newton.html
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Definition 8.13 (LandauﬂfSymbolﬂ Es seien (ay)n, (bp)n € IRY zwei
reelle Zahlenfolgen.

1. Man schreibt
a, = O(by,)

und sagt “a, ist Groff—Oh von b,”, falls es Konstanten C' € IR~ und
N € IN gibt mit

la,| < C - |b,| fir alle n > N.

Sind alle b, von Null verschieden, so ist dies gleichbedeutend damit,
dafS die Folge (|an/bn|)n durch C nach oben beschrinkt ist.

2. Die Aussage a, = Q(b,) besagt, dafi es Konstanten C € IR~y und
N € IN gibt mat

la,| > C - |b,| fir alle n > N.

Man sagt “a, ist Grofs—Omega von b,”. Sind alle b, von Null verschie-
den, so ist dies gleichbedeutend damit, daf$ die Folge (|a,/by|)n durch
C nach unten durch eine positive Konstante beschrinkt ist.

3. Mit a,, = o(by,) (“a, ist Klein—Oh von b,”) ist gemeint, daf$ es zu jedem
e>0en N e IN gibt mit

la,| < €-|b,| fir allen > N.

Sind alle b, von Null verschieden, so ist dies gleichbedeutend damit,
daf$ die Folge (|a,/by|)n gegen Null konvergiert..

4. Die Aussage a, = O(by,), d.h. “a, ist Theta von b,” bedeutet
a, = O(b,) und a, = Q(b,),
d.h. es gibt Konstanten C, Cy € IR~y und N € IN mit

Cy - |by| < lan| < Cy - |by| fiir alle n > N.

Theorem 8.14 1. Als Relationen auf Folgen gesehen sind alle diese Be-
griffe transitiv. Z.B. folgt aus a, = O(by,) und b, = O(c,) stets auch
a, = O(cy) .

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Landau.html
2% http://de.wikipedia.org/wiki/Landau-Symbole
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© RS @

Die Relation © ist eine Aquivalenzrelation.

An den obigen Relationen zwischen Folgen dndert sich nichts, wenn
man

e die Folgen mit positiven Konstanten multipliziert oder
e zu Betrdgen tibergeht oder

o nur Endstiicke betrachtet.
Gilt a,, = O(by,) und a, = O(b),), so gilt

|an + ap| = O(max(|bnl, [by,[))
|an - ag| = O(|bn] - [05,])).

Die obige Ausage bleibt richtig, wenn man O durch o ersetzt.
Aus a, = o(b,) folgt a,, = O(b,).
FEine Folge ist genau dann beschrdankt, wenn sie O(1) ist.

Fine Folge ist genau dann eine Nullfolge, wenn sie o(1) ist.

Aufgabe: Man beweise das.

In der Informatik—Praxis sind die meisten der in der Landau—Notation auf-
tretenden Folgen positiv und streben gegen Unendlich. In diesem Falle sieht
man sich das Konvergenzverhalten von a, /b, an und bekommt

(b,) genau dann, wenn a,, /b, nach oben beschriankt ist
(b,) genau dann, wenn a, /b, nach unten positiv beschriankt ist

a, = o(b,) genau dann, wenn a, /b, gegen Null konvergiert
a, = O(b,) genau dann, wenn a, /b, nach oben und unten

positiv beschriankt ist.

Niitzlich sind fiir Folgen (ay)n, (bn)n € IRY, auch die Aussagen

Z_n = 0(1), fallsa, = O(by)
Z_n = o(l), fallsa, = o(by).

Fiir die Anwendungen in der Informatik braucht man dringend
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Theorem 8.15 Fiir alle k € IN und alle reellen o > 0 gilt

log"n = o(n®)
n* = o((1+a)")
a” = o(n!), nl:=1-2-...-n (sprich: n Fakultdt).

Das bedeutet

logarithmisches Wachstum ist langsamer als polynomiales Wachstum
polynomiales Wachstum ist langsamer als exponentielles Wachstum
exponentielles Wachstum ist langsamer als fakultatives Wachstum.

Der Beweis erfordert etliches Wissen {iber Exponentialfunktion und Logarith-
mus, wenn er kurz sein soll. Wir kénnten ihn spéiter nachholen, aber es geht
teilweise auch mit Umwegen “zu Fuf}”, die man beim ersten Lesen getrost
iiberspringen kann.

Zuerst beweisen wir n* = o((1+ «)") fiir alle « > 0 und k € IN. Man mache
sich klar, daf} grofle £ und kleine o problematisch sind. Zu beliebigem a > 0,
beliebigem £ > 0 und beliebigem € > 0 sehen wir uns mit dem binomischen
Satz die Grofle

n+k+1
E+1\ .
e(1+4a)thl = ¢ Z (n—l- .+ )oz]

j=0 J

n+k+1\ ;.
6( k41 )O‘

n+E+1)!
(k+1)In!
n

> k
= " E )

v

= €

an. Wenn man n so groff macht, daf3

n
O[k+1 >1

Gr® =

gilt, folgt n* < e(1 4+ )" = ¢(1 4+ ) (1 + a)", d.h. n* = o((1 + a)"),
weil der feste Faktor (1 + «)f*! an der o-Relation nichts #indert.

Jetzt gehen wir an den Beweis der dritten Relation und lassen uns ein
beliebiges € > 0 geben. Ist n > 2 gerade, so folgt

en! = en(n—1)---(n/2)((n/2-1)---1
> e(n/2 — 1)"/*1
> e(n)2 - 1) <\/n/2 - 1)
> a”
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wenn man n so grof3 wahlt, dafl
em/2—-1)>1, v/n/2—-1>«
gelten. Ganz dhnlich kann man fiir ungerade n argumentieren.

Bei der ersten Wachstumsrelation geht der Logarithmus schon in die For-
mulierung ein, deshalb braucht man diesen auch im Beweis. Wir versuchen,
mit elementaren Eigenschaften des Logarithmus und der Exponentialfunkti-
on auszukommen und setzen n = e mit reellem z,, = logn und wéahlen fiir
grofe n natiirliche Zahlen m,, mit m,, < x,, < 1 + m,,. Zu fest gegebenem
k € IN und « > 0 lassen wir uns ein € > 0 geben und schétzen ab:

«

en eeXon

amp

€e

AV

ee”
k(my, + 1)
kxz,

log® n

a (6%)k(mn+1)

IV Iv

fiir gentigend grofle n, wobei wir die schon bewiesene Relation
Jj= o((e%)j) fiir groBe j = k(m,, + 1)
ausgeschlachtet haben. a

Man sehe sich zu den verschiedenen Wachstumsgeschwindigkeiten die Tabel-
len in 1], S. 278 und [, S. 241 an.

Wichtiger ist, die bisher bereitgestellten Werkzeuge richtig anzuwenden. Des-
halb folgen jetzt ein paar Beispiele. Viele weitere sind in der Literatur anzu-
treffen.

Problem: Gegeben sei die Folge mit Gliedern a, := 4n® + 15n + 3log®(n).

Gesucht ist eine moglichst einfache Folge (by,),, mit a, = O(b,) oder sogar
a, = O(by).

Losung: Es ist klar, dafl die Folge gegen Unendlich strebt, und dafl 4n? =
O(n?), 15n = O(n), 3log’(n) = O(log®(n)) = o(n) gilt. Der am stirksten
wachsende Teil ist also O(n?), und man wird b, = n? nehmen. Nach dieser
eher informellen Voriiberlegung berechnet man

" 15 _log®
W _ 15 Glog’(n)
b n n?

n
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und dies konvergiert gegen 4, weil die beiden zusétzlichen Folgen Nullfolgen
bzw. 0(1) sind. Also folgt a, = ©(n?).

Problem: Zwei Sortierprogramme brauchen zum Sortieren von n Elementen
jeweils 2nlogn bzw. n(n+1)/2 Vergleichsoperationen. Welches Verfahren ist
bei grofien n schneller?

Losung: Der Aufwand des zweiten ist ©(n?), weil n(n+1)/2 = n?(1+1/n)/2
gilt. Der Aufwand des ersten ist geringer, weil man mit Theorem auf

2nlogn  2logn

Ri— = o(1)

n

schlieflen kann.

8.3 Folgen in metrischen Ridumen

Bisher haben wir von Anordnung, Vollstandigkeit und Monotonie Gebrauch
gemacht, und deshalb haben wir uns auf reelle Zahlenfolgen beschrankt. Aber
schon allein fiir Folgen komplexer Zahlen, und erst recht fiir Folgen von
Vektoren, Matrizen oder Funktionen brauchen wir eine erheblich allgemeinere
Theorie der Folgen.

Definition 8.16 FEs sei M eine beliebige Menge. Eine Folge von Elementen
von M ist eine Abbildung von IN in M bzw. ein Element von MY . In
Anlehnung an die n—Tupel verwendet man fir Folgen oft die Schreibweise
(an)n € MY,

Um Grenzwerte und Konvergenz behandeln zu koénnen, brauchen wir e
Umgebungen, und dazu wiederum brauchen wir einen Abstandsbegriff oder
etwas Allgemeineres, etwa eine Topologieﬂ. Eine additive abelsche Gruppen-
struktur wie in Vektorrdumen ist nicht unbedingt nétig. Ist M ein metrischer
Raum (siehe Definition BJl) mit einer Metrik d : M x M — IR>¢, so wird
man eine e-Umgebung eines Elementes x € M als

{ye M : d(z,y) < €}
definieren, und dann ist klar, was Konvergenz bedeuten soll:

Definition 8.17 Eine Folge (a,), € M"Y in einem metrischen Raum M
mit Metrik d ist konvergent gegen einen Grenzwert oder Limes x € M,

"http://de.wikipedia.org/wiki/Topologie_(Mathematik)
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wenn es zu jedem reellen € > 0 ein N € IN g¢ibt, so daf$ fiir alle n > N die
Abschdtzung
d(a,,z) <€

gilt, d.h. wenn die reelle Zahlenfolge (d(an,x)), € IRYN der Distanzen zwi-
schen x und den Folgengliedern a,, eine Nullfolge ist. Man schreibt auch hier

r = lim a,.
Weil wir weder eine Addition noch eine Skalarmultiplikation zur Verfiigung
haben, gibt es wenig Moglichkeiten, indirekt die Konvergenz einer Folge zu
erschliefen. Konstante Folgen (a,,), = (), sind natiirlich immer konvergent
gegen .

Theorem 8.18 Ist in einem metrischen Raum M mit Metrik d eine Folge
(an)n € MY konvergent gegen x € M und ist (b,), € MY eine weitere Folge
in M, so daf die reelle Zahlenfolge (d(ay, b,)), eine Nullfolge ist, so ist auch
(bn)n gegen x konvergent.

Der Beweis ist nicht schwierig, weil man mit der Dreiecksungleichung
0 < d(bp,z) < d(bn,a,) + d(an, )
hat, und die beiden rechtsstehenden Zahlenfolgen sind Nullfolgen. a

Sehen wir uns erst einmal den Fall M = IR* mit der aus der Maximumsnorm
folgenden Distanz

dz,y) = |z = ylle = max |n =y
an. Was folgt dann aus der Konvergenz einer Folge (z™), von Vektoren
2" € IR* gegen einen Vektor y € IR¥? Das ist einfach: die reelle Zahlenfolge
(apn)n mit Gliedern

an 1= d(@",y) = 2" ylloo > |2l — gl fiix alle m, 1 <m <k

muf eine Nullfolge sein. Also sind die Folgen (|2}, — ym|)n fiir alle m, 1 <
m < k Nullfolgen, d.h. man hat Konvergenz der reellen Zahlenfolge (z7,),
gegen ¥, in der m—ten Komponente, und das gilt fiir alle Komponenten.

Diese Schlufiweise 148t sich leicht umkehren (Frage: wie?):

Theorem 8.19 Im Raum IR* mit dem Mazimumsnorm—Abstand ist die
Konvergenz von Folgen von Vektoren dquivalent zur Konvergenz der Zah-
lenfolgen in jeder Komponente.
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Im IR kann man also Folgen von Vektoren (z™"), untersuchen, indem man
die k reellen Zahlenfolgen (z}),, der k& Komponenten untersucht.

Gilt Satz auch fiir andere Abstandsbegriffe? Weil die Konvergenz der
Zahlenfolgen in allen Komponenten von der Wahl der Metrik gar nicht
abhéngt, kann man das vermuten. Die eine Richtung des folgenden Satzes ist
einfach zu beweisen. die andere wird Probleme machen.

Theorem 8.20 Im Raum IR* mit einer beliebigen Norm ist die Konvergenz
von Folgen von Vektoren dquivalent zur Konvergenz der Zahlenfolgen in jeder
Komponente.

Beweis: Wir beweisen erst nur die Aussage

Im Raum IRF sei eine Folge (z"), von Vektoren z" € IR* gegeben,
deren Komponenten sdmtlich konvergieren, d.h. es gibt einen Vektor
y € IR* mit lim,, x} =y;, 1 <j < k. Dann folgt in jeder durch eine
Norm erzeugten Metrik die Konvergenz gegen y.

Wir benutzen den schon bewiesenen Teil von Theorem B um
2] < C - ||2]|oo

fiir alle * € R* mit einer Konstanten C' zu bekommen. Hat man dann
eine Folge (z"), € (IR*)N von Vektoren, die komponentenweise gegen einen
Vektor y € IR* konvergieren, so ist nach Satz BId die Zahlenfolge (|ly —
2"||o0)n eine Nullfolge, und nach der obigen Abschidtzung mufl auch (||y —
x"™||),, eine Nullfolge sein. O

Die Umkehrung der Aussage von Satz ist eng mit der noch unbewiesenen
Abschétzung
¢ ||z)|oe < ||z|| fiir alle z € IR* (8.21)

aus Theorem (.7 verbunden, wobei die rechts stehende Norm beliebig und ¢
positiv ist. Wenn man diese Abschitzung beweisen kann, folgen zu den Sétzen
67 und die noch unbewiesenen Umkehrungen. Es zeigt sich, daf§ der
Beweis auf den Satz zuriickgeht, den wir im Kapitel iiber Vektorrdume
noch nicht zur Verfiigung hatten.

Wir definieren
c:=inf{|z]] : z € ZRk, |z]lcc =1} >0

und wollen beweisen, daf} ¢ positiv ist. Wenn wir das geschafft haben, nehmen
wir ein beliebiges x # 0, setzen z := z/||z||» und bekommen wegen ||z|/o = 1
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die Behauptung (BZ) in der Form ¢ < ||z|| = ||z||/||2||c, denn fiir & = 0 ist
nichts zu beweisen.

Wir nehmen jetzt also an, die Zahl ¢ sei gleich Null und wéhlen eine Folge
(2™),, von Vektoren des IRF mit ||2"||c = 1 und lim, . ||2"|| = ¢ = 0. Die
Komponenten z der Vektoren z" liegen alle in [—1,1] und es ist zu jedem
n immer mindestens eine der Komponenten 2, 1 < m < k gleich 1 oder
—1. In mindestens einer Komponente r, 1 < r < k tritt dieser Fall unendlich
oft auf, und wir gehen zu einer Teilfolge iiber, die wir wieder (z"), nennen,
und die |z'| = 1 fiir allen € IN erfiillt. Da es auf Faktoren £1 bei der
Infimumsbildung nicht ankommt, koénnen wir sogar 2" = 1 fiir alle n € IN
annehmen. Von dieser Teilfolge bilden wir nacheinander Teilfolgen, die in
der ersten, zweiten und schliellich k—ten Komponente konvergieren, denn die
Zahlenfolgen 27 sind ja beschriankt auf [—1, 1]. Die resultierende Folge nennen
wir wieder (2"),, und sie ist jetzt in jeder Komponente konvergent, erfiillt
21" = 1und ||2"|| = 1 fiir alle n und liefert immer noch lim,,_, [|2"|| = ¢ = 0,
weil sie Teilfolge der urspriinglichen Folge ist. Der Limes ist ein Vektor
y € [—1,1]* mit 3, = 1. Die Abschitzung

ly — 2"+ 2"
ly — =" + [["|
Cly = 2"loo + [I2"]]

Iyl

IAIA

hat auf der rechten Seite Nullfolgen, liefert also |ly|| = 0. Dann folgt y = 0
im Widerspruch zu y, = 1. a

Theorem 8.22 (mehrdimensionaler Satz von BolzanoEfWeierstrasﬂ)
In endlichdimensionalen Vektorrdaumen tber IR oder C' hat jede in irgendei-
ner Norm beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir IR* aus und verweisen im allgemeinen
Fall auf den Standardisomorphismus. Ist eine Folge im IR* in einer beliebigen
Norm beschrankt, so ist sie wegen (RBZI) in der Norm ||.||o beschrinkt.
Dann kann man wie im Beweis des vorigen Satzes schrittweise eine Teilfolge
auswahlen, die in allen Komponenten konvergiert. Nach SatzB20 konvergiert
die Folge dann auch in der Metrik zur gegebenen Norm. O

Die Verfolgung der Frage, wann sich aus Beschrinktheit einer Folge bereits
die Konvergenz einer Teilfolge ergibt, fiihrt in die Disziplin Topologieﬁ,

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Bolzano.html
?http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Weierstrass.html
3http://de.wikipedia.org/wiki/Topologie_(Mathematik)
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wenn man abstrahiert, und in die Funktionalanalysis, wenn man konkrete
unendlichdimensionale normierte Vektorraume studiert.

In Richtung auf die Funktionalanalysis machen wir aber noch einen kleinen
Schritt. Wenn wir in Vektorrdumen arbeiten wollen, haben wir keine Anord-
nung mehr (siehe €'), und man kann aus beliebigen Folgen keine monotonen
Teilfolgen auswihlen. Die Vollsténdigkeit, die uns Grenzwerte indirekt iiber
Suprema und Infima zusichert, kann nicht mehr so wie bei den reellen Zahlen
(vgl. Satz B2T)) ausgedriickt werden. Was tun?

Der Ausweg besteht darin, das Konvergenzkriterium von Cauchyﬂ nicht
als Satz anzustreben, sondern zur Definition der Vollstéandigkeit zu machen.

Definition 8.23 Es set M ein metrischer Raum mit Metrik d.

1. Eine Folge (z,), € MY heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0
ein N € IN gibt mit

d(xp, Tm) < € fir alle n,m > N.

2. Ein metrischer Raum heifit vollstandig, wenn in ihm jede Cauchyfolge
konvergiert.

Nach Satz B2l ist IR auch in diesem Sinne vollstindig, aber wir wollen
natiirlich etwas iiber die Vollstdndigkeit von allgemeineren Vektorrdumen
wissen:

Theorem 8.24 Jeder normierte endlichdimensionale Vektorraum iber IR
oder C' ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge konvergiert.

Wir fiihren den Beweis nur fiir IR* vor. Es sei also (z"), € (IR*)py eine
Cauchyfolge von Vektoren, d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein N € IN mit

n

|z™ — 2™ < e fiir alle n,m > N.

Wegen der Norméquivalenz, insbesondere (BZl), hat man dann auch eine
Cauchyfolge in der Norm ||.||«, und es folgt fiir alle Komponenten

[z} — 2] < 2" — 2™l < e fiir alle n,m > N.

Also liegt in jeder Komponente eine reelle Cauchyfolge vor, die nach Satz
konvergiert. Mit Satz folgt dann die Konvergenz der Vektoren in der

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Cauchy.html
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Norm. Im Falle IR* ist damit der Beweis des Satzes erbracht. Die Erweite-
rung auf endlichdimensionale Vektorrdume iiber IR oder €' erfolgt mit dem
Standard—Isomorphismus. O

Im Spezialfall des Kérpers C verfahren wir wie im IR? unter der euklidi-
schen Norm bzw. der dadurch definierten Metrik. Die euklidische Norm von
(,y) € IR?* stimmt mit dem Absolutbetrag von = + iy € C iiberein, und
Konvergenz einer Folge wird deshalb wie im Reellen definiert, wobei aber
der Absolutbetrag eine andere Bedeutung hat. Sofern keine Ordnung oder
Monotonie benutzt wird, gelten alle Aussagen ganz analog, z.B. der Satz von
Bolzano—Weierstra$. Jede Cauchyfolge ist konvergent, und konvergente Fol-
gen sind immer Cauchyfolgen. Konvergenz einer komplexen Folge ist gleich-
bedeutend mit gleichzeitiger Konvergenz der durch Real- und Imaginérteil
definierten reellen Folgen, und das nutzt man aus, wenn man komplexe Fol-
gen auf Konvergenz untersucht.

8.4 Abgeschlossene und offene Mengen

Fiir das néchste Kapitel benotigen wir noch Begriffe, die in allgemeinerer
Form der Disziplin Topologieﬂ (Wissenschaft von der “Lage”, d.h. eine Art
Geometrie ohne Metrik) zuzuordnen sind:

Definition 8.25 FEs set M ein metrischer Raum mit Metrik d, und es sei N
eine Teilmenge von M. Der (topologische oder metrische) Abschluf8 M (lies:
M —quer) von N ist dann die Menge aller Grenzwerte von Folgen, die in N
liegen und in M konvergent sind. Fine Menge N heifit abgeschlossen, wenn
N = N gqilt, d.h. wenn sie zu jeder in M konvergenten und in N liegenden
Folge (z,,)n auch den Grenzwert x = lim,,_, =, enthdlt.

Man mache sich das am Beispiel reeller Intervalle klar. Ein Intervall der Form
[a,b] mit a < b ist abgeschlossen, ein Intervall (a,b] oder (a,b) nicht, weil
man gegen a konvergente Folgen finden kann, deren Grenzwert a nicht zum
Intervall gehort. Hat man ein Rechenverfahren, das ein Ergebnis als Limes
einer Folge berechnet (z.B. beim Wurzelziehen), so mufl das Verfahren immer
in einer abgeschlossenen Menge ablaufen, wenn gesichert sein soll, daf§ der
Grenzwert wieder zur Menge gehort. Obendrein gilt

Theorem 8.26 FEine nichtleere abgeschlossene Teilmenge eines vollstindi-
gen metrischen Raumes ist wieder ein vollstindiger metrischer Raum.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Topologie_(Mathematik)
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Das wollen wir hier nicht beweisen, sondern als Ubung lassen.

Reelle Intervalle, die zwar beschrankt, aber nicht abgeschlossen sind, haben
nicht notwendig ein minimales oder maximales Element. Aber:

Theorem 8.27 Nichtleere beschrinkte und abgeschlossene Mengen in end-
lichdimensionalen normierten Vektorraumen tber IR oder C haben ein in der
Norm minimales bzw. mazximales Element.

Beweis: Es sei M C IR* beschriinkt, d.h. es gelte ||z|| < K fiir alle z € M
mit einer positiven Konstanten K. Dann ist die Menge {||z|| : = € M} C
[0, K] C IR beschrankt und besitzt ein Infimum s~ und ein Supremum s*.
Man kann also eine Folge (z,,), in M finden, so daf§ z.B. lim, .« [|z,] = s
gilt. Nach dem Satz von Bolzano—Weierstral gibt es dazu eine konvergen-
te Teilfolge, die wir wieder (z,), nennen. Deren Limes x mufl wegen der
Abgeschlossenheit von M wieder in M liegen, und es folgt

2]l = lim [z, = s™,
n—oo
d.h. z ist ein in der Norm maximales Element von M. Analog verfahrt man
beim minimalen Element. a

Man mache sich klar, dafl aus Abgeschlossenheit nicht Beschréinktheit folgt,
denn jeder metrische Raum, auch IR und C*, ist selbst abgeschlossen. Und
am Beispiel (0, 1) sieht man, daf§ Beschranktheit nicht zu Abgeschlossenheit
fiihrt.

Theorem 8.28 Die Vereinigung von endlich vielen und der Durchschnitt
von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

Der Beweis ist nicht schwierig, soll aber dennoch iibergangen werden. O

Wir wollen jetzt noch Umgebungen und offene Mengen behandeln, aber die
Beweise nicht ausfiihren.

Definition 8.29 FEs sei x ein Element eines metrischen Raums M mit Di-
stanzfunktion d.
Fine (offene) e~Umgebung von x ist dann die Menge

Ulz) ={ye M : d(z,y) < €}.

Fine Umgebung von x ist eine Menge, die mindestens eine e-Umgebung
von x enthdlt.

Fine Teilmenge N von M ist eine offene Menge, wenn es zu jedem Punkt
x € N auch eine Umgebung U(x) gibt, die ganz in N liegt.
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Man mache sich klar, dafl eine wie oben definierte e-Umgebung immer offen
ist. Eine abgeschlossene ¢-Umgebung ist

Udlr) ={ye M : d(z,y) <e}.

Das logische Gegenteil von “offen” ist nicht “abgeschlossen”, und dasselbe
gilt auch in der anderen Richtung. Ein Intervall der Form I := [a,b) ist
weder offen noch abgeschlossen, denn b gehort nicht dazu und a hat keine
Umgebung in I. Der gesamte metrische Raum M ist immer eine offene und
abgeschlossene Teilmenge von sich selbst.

Theorem 8.30 Die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt endlich
weler offener Teilmengen desselben metrischen Raums ist offen.

Der Abschluf3 einer Teilmenge N eines metrischen Raums ist der Durch-
schnitt aller abgeschlossenen Teilmengen, die N enthalten.

Definition 8.31 Der offene Kern ](\)[ einer Teilmenge N eines metrischen
Raums ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen von N.
Der Rand ON einer Teilmenge N eines metrischen Raums ist die mengen-

theoretische Differenz ON := N— ]if zwischen AbschlufS und offenem Kern.

8.5 Schreibweisen fiir allgemeine Grenzprozesse

Es tritt oft die Situation ein, dafl eine Aussage, die fiir eine gegen ein x
konvergente Folge (x,), gilt, gar nicht von der Auswahl der Folge, sondern
nur von x abhédngt. Man verwendet fiir solche allgemeinen Grenzprozesse
auch oft die etwas nachléssige Notation

lim A(y, z) = B(x)
y—a

mit der Bedeutung
Fiir alle gegen x konvergenten Folgen (), gilt

B(z) = lim A(x,,x)

wenn die Ausdriicke A und B Sinn machen. Typische Beispiele sind

2" -1
=n.

lim 2% = 0 oder lim
z—0 z—1 2z —1
Wir werden diese Notation auch verwenden, wenn Folgen gegen +o0o streben
im Sinne von Definition auf Seite 220, z.B. wenn wir schreiben
1

lim — = 0.
r—00 I
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In analoger Weise verallgemeinert man die Landau—Symbole O und o fiir
allgemeinere Grenzprozesse. Mit der Schreibweise

A(y) = O(B(y)) firy — x

meint man, dafl es eine Konstante K und eine Umgebung U von x gibt, so dafl
fir alle y € U die Ungleichung |A(y)| < K|B(y)| gilt. Anders ausgedriickt:
es gibt ein K > 0 und ein € > 0, so dass fiir alle y mit |z — y| < € auch
|A(y)| < K|B(y)| folgt. Jede gegen z konvergente Folge (z,), hat dann ein
Endstiick in der festen e-Umgebung von « und es gilt |A(z,,)| < K|B(z,)| fiir
alle diese Endstiicke. Die wegzulassenden Anfangsstiicke der Folgen braucht
man nicht zu spezifizieren, wenn man die e-Umgebung spezifiziert hat.

Bei o verfahrt man analog, denn
A(y) = o(B(y)) fir y — x

soll bedeuten, dafl es zu jedem € > 0 eine Umgebung U von z gibt, so dafl
fir alle y € U die Ungleichung |A(y)| < €|B(y)| gilt. Anders ausgedriickt:
fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle y mit |z — y| < 0 auch
|A(y)| < €|B(y)| folgt. Wir werden dies in Satz auf Seite B0 benutzen.
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9 Eigenwerte

Weil wir jetzt Folgen im IR™ zur Verfiigung haben, konnen wir unsere Argu-
mentation aus Abschnitt Bl auf Seite [ wieder aufgreifen. Es wird sich her-
ausstellen, dafl wir nicht nur Folgen von Vektoren, sondern auch Folgen von
Matrizen behandeln miissen. Ein “folgenloses” Vorgehen ist nicht moglich,
denn das gestellte Problem 148t sich nicht mit endlich vielen Rechenschritten
16sen.

9.1 Grundlagen

Definition 9.1 Ist A € K™*" eine quadratische Matriz, und gilt A-x = \x
mit einem Skalar X € K und einem vom Nullvektor verschiedenen Vektor
x € K", so heifit A Eigenwertﬂ von A und x ist der zu A\ und A gehorige
Eigenvektor.

Diese Definition besagt, dass die Wirkung von A als lineare Abbildung auf
die durch x definierte Nullpunktsgerade eine reine Streckung um den Faktor
A ist. Auf diesem Unterraum hat A also eine besonders einfache Form. Wir
tragen einige elementare Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren
zusammen:

Theorem 9.2

1. Eigenwerte von reellen symmetrischen bzw. von komplexen hermite-
schen Matrizen sind immer reell.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen FEigenwerten wvon reellen symmetri-
schen bzw. von komplexen hermiteschen Matrizen sind tmmer ortho-
gonal.

3. Figenwerte von positiv semidefiniten Matrizen sind reell und nicht ne-
gativ.

4. Figenwerte von positiv definiten Matrizen sind reell und positiv.

5. Eigenwerte X erfillen die Gleichung det (A — X - 1) = 0. Die Funktion
p(A) := det (A — X - I) heifst charakteristisches Polynom.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Eigenwert
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Beweis: Es gelte A = A* € K™ und Ax = Az, Ay = py mit evtl.
komplexen Eigenwerten A # p und evtl. komplexen Eigenvektoren z,y €

€™\ {0}. Dann folgt

Mz|3 = a7 = (A2)'7 = 2T ATT = 2T A7 = 2" \T = \||z||3
und A muss reell sein, ebenso wie dann auch p. Ferner gilt

Az, y) = A’y = 2T ATy = 2T Ay = 2" g = pa’y = p(z, y)

und aus A # pu folgt (z,y) = 0. Ist A positiv semidefinit, so konnen wir
die quadratische Form ¢4 aus (BIH) von Seite auf einem Eigenvektor
auswerten und bekommen aus

0<qu@) =7 Ar =T Xz = \||z|)3

die Nichtnegativitdat des passenden Eigenwerts. Genauso folgt die Positivitéat
der Eigenwerte positiv definiter Matrizen. Die letzte Behauptung folgt dar-
aus, dafl ein Eigenvektor z # 0 zum Eigenwert A eine nichttriviale Losung
des homogenen linearen Gleichungssystems (A — A- )z = 0 ist, und deshalb
muss die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwinden. Aus Theorem
folgt dann, dafl die Funktion det (A — A - I) ein Polynom ist. 0

Die Frage ist nun, ob man zu jeder linearen Abbildung eines n—dimensionalen
Raumes in sich eine geeignete Basenwahl treffen kann, so dass sich die Ab-
bildung bei Matrixdarstellung in dieser Basis als reine Streckung schreiben
1aBt. Wir wollen also, wenn die Abbildung A : K™ — K" durch eine n x n—
Matrix A gegeben ist, eine Basis {vy,...,v,} von K" finden, so daf§ mit
geeigneten Skalaren \; € K die Gleichungen A-v; = A\jv;, 1 < j <n gelten.
Bauen wir die gesuchten Basisvektoren v; als Spalten in eine nichtsingulédre
n X n—Matrix V ein, so wiirde

A’Uj = )\jvj
AV@j = )\jVej
VilAVGj = )\jV’1Vej
= )‘jeja 1 S] S n

gelten, wenn unser Vorhaben geldnge. Das wiirde aber bedeuten, dass die
Matrix V1AV eine reine Diagonalmatrix
A0 .00
0 X 0 .
D=1 . y .| =VTAV

0 0 ... A\
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wire, was wiederum bedeutet, dafl sich A als A = VDV~ schreiben 148t.

Leider ist es falsch, dafl jede n x n—Matrix A iiber K in diesem Sinne
diagonalisierbar ist. Wir sehen uns einen Spezialfall an. Ist die obige Basis
sogar orthonormal, so ist V' eine Orthogonalmatrix, und weil D symmetrisch
ist, folgt dann aus

AT =DV Y =(vDVT)T =VvD"VT =VDVT = A
die Symmetrie von A. Dieser Sonderfall ist leichter zu behandeln:

Theorem 9.3 Jede symmetrische reelle n x n—Matriz ist durch eine geeig-
nete Orthogonalmatriz diagonalisierbar. Es gibt eine Orthonormalbasis des
IR™ aus Eigenvektoren von A.

Der konstruktive Beweis dieses Satzes folgt im néchsten Abschnitt. Hier soll
nur noch erwiahnt werden, dafl die Diagonalisierung symmetrischer Matrizen
in Physik und Technik oft auftritt, und zwar im Zusammenhang mit Schwin-
gungsproblemen von mechanischen oder elektrischen Systemen. Die gesuch-
ten Eigenwerte entsprechen den Wellenléngen der “Grundschwingungen” des
Systems, und die Eigenvektoren beschreiben die “Moden” der Grundschwin-
gungen. Ein typischer Fall ist die Berechnung der Obertone einer schwingen-
den Saite zusammen mit den dazu passenden stehenden Wellen.

Die Transformation allgemeiner, nicht notwendig symmetrischer quadrati-
scher Matrizen auf Jordan—Normalform ist schwieriger und wird hier nicht
behandelt, auch weil sie mehr fiir die Theorie als fiir die Praxis von Bedeu-
tung ist. Stattdessen bringen wir in Abschnitt auf Seite die praktisch
wesentlich wichtigere Singuldrwertzerlegung.

9.2 Das Jacobi-Verfahren fiir symmetrische Matrizen

C.G.J. Jacobil hat 1845 /46 ein Verfahren zur Behandlung des Eigenwert-
problems symmetrischer n x n-Matrizen angegeben, das fiir nicht zu grofie
n auch heute noch brauchbar ist. Fiir grofe oder unsymmetrische Matrizen
nimmt man andere Verfahren, die in der Veranstaltung “Numerische Mathe-
matik IT” oder “Numerische lineare Algebra” behandelt werden. Das Verfah-
ren berechnet alle Eigenwerte (und wenn nétig, auch die Eigenvektoren) und
beruht auf

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Jacobi.html
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Theorem 9.4 Ist A = AT = (a;;) eine reelle symmetrische n x n-Matriz,
so st die Grifle
> %

k7j:1

invariant gegen orthogonale Transformationen.

Der Beweis ist eine einfache Folgerung aus Satz B, denn die euklidischen
Normen aller Spaltenvektoren sind invariant, deshalb auch die Quadratsum-
men der Spalten und der gesamten Matrix. O

Setzt man
N(A) = Za’z?lm
itk
so folgt

n

> ad =N(A) + > dl. (9.5)
k,j=1 j=1
Da die linke Seite dieser Gleichung gegeniiber orthogonalen Transformationen

invariant ist, wird man versuchen, durch geeignete orthogonale Transforma-
n

tionen die Grofie N(A) zu verkleinern und damit durch VergréBern von Za?j
=1
die Matrix A in eine Diagonalmatrix zu tiberfithren. Dazu kann man eiil Ele-
ment a;; 7# 0 mit ¢ # j auswéhlen und in der durch e; und e; aufgespannten
Ebene eine Transformation ausfiihren, die a;; in Null iiberfiihrt. Setzt man
die Transformation im IR? als Drehung um einen Winkel o an, so liefert die
Ahnlichkeitstransformation (JAcoBI-Transformation oder GIVENS-Rotation

genannt)
cosa sina Qi;  Qij cosa —sina
—sina  cos« aij  Qjj sin « CoS «v

eine Diagonalmatrix, wenn das Nebendiagonalelement
a;j(cos? v — sin® @) + (a;; — a;;) cos a sin «

= a;;cos 2a+ (a;; — a;;) % sin 2c

verschwindet. Man konnte also den Winkel o aus

Q; — Qis
cot 200 = ——"4
QCLZ']'
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bestimmen, aber es ist moglich, die Winkelfunktionen zu vermeiden, wenn
man zunéchst die Gréfle 7 := cos 2a = cos? a—sin? a einfiihrt, dann cos a =

V(14 7)/2 und sinaw = 0 - /(1 — 7)/2 definiert sowie das Vorzeichen o des

Sinus so wahlt, daf3

o
aij-7'+(ajj—(lii)'§ v1—7'2:0

gilt. Das wiederum ist erzielbar, wenn o = sgn a;; und
T = (s — aj;)/(4al; + (ai — ag;)*)"?
gesetzt wird. Damit wére das Problem fiir 2 x 2-Matrizen gelost.

Im allgemeinen Fall verwendet man Transformationsmatrizen

Tij(a) = E+ (c— 1)(eje]T + eiel ) + s(ejel — eie;r) (9.6)
mit 1 ]
c:= (_;7')1/2’ s ::a-(—;T)l/2 und

o :=sgn (a;),

_ Qi — Qjj

- 9
\/(an' — aj;)* + 4ai;

wenn a;; # 0 gilt. Es folgt

Lemma 9.7 Wdhit man zwei Indizes i, j mit a;; # 0, so verschwindet b;; =
bj; fiir die Matriz
B :=Tj(a)- A Tjj(a), (9-8)
und es gilt
N(B)=N(A) — Qafj. (9.9)

Beweis: Aus der Invarianz der Gleichung (@) gegeniiber orthogonalen
Transformationen folgt

n

N(A) = N(B) = > (b — aiy) = b + b5 — a3 — aj, (9.10)
k=1

da B aus A durch Umformung der Zeilen und Spalten mit den Indizes i und j
entsteht. Die rechte Seite von ([I0) kann man aber bereits bei 2 x 2-Matrizen

betrachten:
b“‘ bij . C —S (077} aij C S
<bj' bj‘) N (5 c ) (aji %) (—5 C)' (5-11)
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In diesen Teilmatrizen werden nadmlich die Grofen b;;, bji, b;j, b; ebenso
berechnet wie in der Gleichung (). Die Invarianz von (@) fir die Teilma-
trizen liefert
2 2 2 _ 2 2 2
b;; + bjj + Zbij =a; +aj; + 2(1@-]»,

d.h. mit (@I0) gilt
N(A) — N(B) = 2(aj; — b,), (9.12)

was wegen b;; = 0 zu (L) fiihrt. O

Um Mifiversténdnissen vorzubeugen: die Matrix B aus (I8) wird in der Pra-
xis nicht berechnet. Die Rechenorganisation wird weiter unten beschrieben.

Durch eine (orthogonale) Transformation mit 7;;(a) kann man also jeweils
eines der Nichtdiagonalelemente in Null {iberfithren und die Summe der Qua-
drate der Nebendiagonalelemente verkleinern. Durch sukzessive Anwendung
von orthogonalen Transformationen T;;(«) fiir verschiedene ¢, j kann man da-
mit erreichen, dafl A gegen eine Diagonalmatrix strebt, auch wenn nachfol-
gende Transformationen die schon erzielten Nullen wieder verdndern. Je nach
Auswahl des néchsten zu annullierenden Elementes a;; erhélt man verschie-
dene Varianten des Verfahrens. Das klassische JAcoOBI-Verfahren wihlt
in jedem Schritt das betragsméafig grofite Nichtdiagonalelement aus und be-
kommt dann

V) <N (1- L),

n(n —1)

d.h. die Folge der Werte N(A) strebt mindestens so schnell gegen Null wie die
1

geometrische Folge (¢%), mit ¢ = 1 — Ty Weil die Grofle N(A) mit jedem
Schritt des Verfahrens kleiner wird, bekommt man fiir alle Nebendiagonalele-
mente der Matrix eine Nullfolge. Weil die Gesamt—Quadratsumme invariant
bleibt, konzentriert sie sich immer mehr auf die Diagonale. Es liegt im Lau-
fe des Verfahrens eine Folge von Matrizen vor, deren Nichtdiagonalelemente
jeweils gegen Null konvergieren. Die Diagonalelemente sind beschrénkt, aber
nicht notwendig konvergent. Man bekommt lediglich nach dem Satz von

Bolzano—Weierstrafl eine konvergente Teilfolge.

Theorem 9.13 Das Jacobi—Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte und
eines vollen orthonormalen Systems von Eigenvektoren einer symmetrischen
reellen n x n—-Matrix A erzeugt eine Folge von reellen symmetrischen n X
n-Matrizen A®), wobei AR = ﬂj(a)A(k)ﬂ?(a) mit von k anhdngigen
Indizes 1 < i < j < n und einem von k abhdngigen Drehwinkel o gilt.
Alle Hiufungspunkte der Folge sind Diagonalmatrizen mit den Eigenverten
von A in der Diagonale.
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Es sollte klargestellt werden, dafl man keinesfalls Matrizenmultiplikationen
ausfithrt. Aus (@6) entnimmt man

Tij(a)A = A4 (c—1)(ejel A+ ee] A) + s(eje] A — eiel A)

J
el'Ti(a)A = eFA+ (c—1)(efe; e] A+ ere; el A)
=0 =0k

+s(epej el A— efe; efeel A)
~ ~

=0y =0ki
elTii(a)A = elAfalls j £k #1
elTj()A = cel A—sel'A
efTij(a)A = cef A+ sef A

d.h. nur die i-te und j-te Zeile von T;;(a)A sind zu berechnen, und zwar
als Linearkombinationen der entsprechenden beiden Zeilen von A. Ganz ana-
log, aber als Spaltenoperation auf T;;(«)A, fithrt man die Transformation
Tij(a)A — Tyy(a) ATZ () aus.

Hat man nach etlichen Iterationen eine Matrix mit (relativ) kleinen Nicht-
diagonalelementen gefunden, so sind die Diagonalglieder Naherungen fiir die
Eigenwerte der Matrix. Das folgt aus einem allgemeinen Satz von Gerschgo-
rin:

Theorem 9.14 Ist A = (a;;)1<jk<n €ine n x n-Matriz mit komplexen Koef-
fizienten a;i,, so erfiillt jeder Eigenwert A von A wenigstens eine der Unglei-
chungen

|)\—ajj|§Z|ajk| firj=1,... n.
k2
Beweis: Zum Eigenwert A von A gibt es einen Eigenvektor x € €™\ {0} mit

Az = Az. Eine betragsmiflig grofte Komponente x; von = kann dabei zu 1
normiert werden. Aus Az — A\x = 0 folgt

(ajj — )\).TJ + Zajkxk =0,
k2
d.h. es gilt

n n n
laj; = Al = l(aj; = Nzs| = 1D ageae] < lagil |2l <D lagil-

k=1 k=1 k=1
k#j k#j k#j
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Wir miissen noch die Berechnung der Eigenvektoren behandeln:

Theorem 9.15 Fiihrt man alle Transformationen T;;(«) des Jacobi—Verfah-
rens nacheinander an der Finheitsmatrix aus, so erhdlt man eine Folge von
orthogonalen Matrizen, deren Hdaufungspunkte Orthogonalmatrizen sind, die
je einen orthonormalen Satz von Figenvektoren enthalten.

Beweis: Nach m Schritten gilt

mit einer geeigneten Orthogonalmatrix @,,, die sich gerade als Anwendung
der T};(a) auf I, schreiben ldfit. Da die Elemente von Orthogonalmatrizen
immer in [—1, 1] liegen miissen, bilden die Elemente der Matrizen @,, in jeder
Komponente eine beschrinkte Folge, und man kann mindestens eine Teilfol-
ge dieser Matrizenfolge auswéhlen, so dafl alle Komponenten der Matrizen
konvergieren. Dann ist die Grenzwert—Matrix ) wieder orthogonal, weil die
Gleichungen Q,,QT = I, = Q1 Q,, aus Summen von Produkten bestehen
und Satz dann auch QQT = I,, = QT Q liefert. Ebenso gelten die Glei-
chungen D = QAQT und AQT = Q7D im Grenzfall. Deshalb enthilt Q7

einen vollstdndigen Satz orthonormaler Figenvektoren. a

9.3 Singulidrwertzerlegung

Wir nehmen jetzt eine reelle und weder symmetrische noch quadratische
m x n—-Matrix A her und wollen fiir A eine entsprechende “Diagonalisierung”
versuchen. Das gelingt nicht, aber man kann etwas viel Praktischeres als die
in der Theorie hergeleitete Jordan—Normalform bekommen, nidmlich eine
Singulidrwertzerlegung. Obwohl man diese Zerlegung der Praxis anders
berechnet, untersuchen wir erst einmal die Diagonalisierung VT AT AV =V D
der symmetrischen n x n-Matrix AT A mit Eigenwerten \j,. .., \,, die eine
Diagonalmatrix D bilden, und einer nxn Orthogonalmatrix V', deren Spalten
v, = Ve, die Eigenvektoren von A4 sind, d.h. es gilt

ATAUk = )\kvk, 1 < k <n.

Fiir einen Moment werden wir m = n und Rang(A) = n voraussetzen, weil
man dann besser sehen kann, was passiert. Wir nehmen die Bildvektoren
wy = Avg, und priifen sie auf Orthonormalitét:

T T AT T T -
wj wy, = vjA Av, = v; AU = )\jvj v = Ajojr, 1 < g,k <n.
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Sie sind orthogonal, aber nicht orthonormal. Im Falle Rang(A) = n kann
keiner der Vektoren wj verschwinden, und wir bekommen wegen der oben
folgenden Gleichung ||wy||3 = \x die Positivitit der \g. Setzen wir . := v/ Ar,
so sind die Vektoren uy, := wy,/ux orthonormal, und wir kénnen sie als Spalten
in eine n X n—Orthogonalmatrix U zusammenfassen. Fiir diese gilt dann

Uej =u; =w;/pj, 1 <j<n.

Jetzt sehen wir uns die Matrix UT AV an, indem wir die Komponenten
ausrechnen:

e UTAVe, = w] AVer/u;

vi ATAV e/
TijT)\jlgvk/ 14

u—’;vj Uk

z—‘; ik, L< Jk<n

ujéjk, 1< j,k <n
Packen wir die jp; in eine Diagonalmatrix VD mit vVDVD = D, so folgt
UTAV = VD und A = UvVDVT. In zwei geeignet gewihlten Orthogonal-

basen ldst sich A also als reine Streckung schreiben.

Wie man dieses Argument variiert, wenn A nicht vollen Rang hat oder sogar
nicht quadratisch ist, bleibt dem Leser iiberlassen. Es funktioniert, wenn man
erst nur die w; mit A\; > 0 benutzt und dann die so gebildeten u; zu einer
Orthonormalbasis des IR™ ergénzt.

Theorem 9.16 Jede reelle Matriz A € IR™*™ kann man in der Form A =
UVDVT schreiben, wobeiu € O(m) und V € O(n) Orthogonalmatrizen sind.
Die Matriz /D € IR™™ ist auferhalb der Hauptdiagonalen gleich Null und
enthilt auf der Diagonalen die Wurzeln /A, der Eigenwerte A, ..., N\, >
0 der symmetrischen und positiv semidefiniten Matriz AT A. Diese heifien
Singulidrwerte von A.

Wir haben im vorigen Kapitel schon angegeben, dal Orthogonalmatrizen die
Determinante +1 haben, und daf§ die Determinante eines Matrizenprodukts
gleich dem Produkt der Matrizen ist. Deshalb folgt aus dem vorigen Satz, dafl
die Determinante einer quadratischen reellen Matrix bis auf das Vorzeichen
gleich dem Produkt der Singuldrwerte ist. Daraus ergibt sich aber auch die
allgemeine Volumeneigenschaft der Determinante. Denn aus A = Uv/DV7T
und der Invarianz von Léngen unter orthogonalen Transformationen folgt,
daBl das Volumen der Menge aus gleich dem Produkt der Betridge der
Singuldrwerte ist, denn das Transformationsverhalten von A wird in den
durch U und V definierten “richtigen” orthonormalen Koordinatensystemen
durch v/D bestimmt.
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Theorem 9.17 Der Absolutbetrag der Determinante einer reellen n x n—
Matriz A gibt an, um welchen Faktor sich Volumina von Mengen bei Trans-
formation mit A vergréffern bzw. verkleinern.
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10 Reihen

10.1 Konvergenz von Reihen

Reihen sind summierte Folgen, also Summen iiber unendlich viele Zahlen.
Genauer:

Definition 10.1 FEs sei (ay,), eine reelle Zahlenfolge. Dann versteht man un-
ter der Reihd] Y oneo i die Folge (sy), = (34 _o ax), der Partialsummen.
Wenn die Folge der Partialsummen gegen eine reelle Zahl o konvergiert, sagt
man, die Reihe konvergiere gegen « oder habe den Summenwert oder

Wert o und schreibt .
Z ap = (.
k=0

Reihen, die nicht konvergieren, nennt man divergent.

Wie bei Folgen kann man natiirlich den Anfangsindex anders wéhlen. Kom-
plexe Reihen behandelt man durch Zerlegung in Real- und Imaginérteil wie
zwei getrennte reelle Reihen. man mache sich klar, dafl eine Reihe aus zwei
Folgen besteht: aus der Folge der Partialsummen und der Folge der Reihen-
glieder. Diese beiden Folgen sind unbedingt auseinanderzuhalten.

Hier sind einige Beispiele:

1
Z — divergent, “harmonische” Reihe
n
n=1
=1 B 2
— nz2 6
= n 1 T
> (=1 Mm+1 4
n=0 n+
- 1
Zq" = 1 —1 < g <1, “geometrische” Reihe
-9
n=0
=1
d = = e~ 271828
— n!

Es kommt in der Informatik gelegentlich vor, die Partialsummen der diver-

genten harmonischen Reihe ) ° L nach oben und unten abschétzen zu

"http://de.wikipedia.org/wiki/Reihe_(Mathematik)
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miissen, und deshalb sehen wir uns eine Partialsumme bis zu einem Maxi-
malindex der Form K = 2¥! — 1 an. Es folgt, wenn wir die Summation in
Gruppen ausfiihren, die Divergenz aus der Abschéatzung

2k+l_1

EED MW

Jj=0 2i<n<2i+1

k
1
d. > i

J=0 27 <n<2i+1

v

k .

93
Db

Jj=0

k .
97
> D 5
j=0
F 1
7=0
_k+1
2
Man kann aber auch nach oben abschitzen und bekommt
2k+l_q k
1 1
)R EID DD D
n=1 7=0 2/ <n<2i+1
b 1
<> D 5
Jj=0 2 <n<2i+1
ko
- 2J
=0
k
= )1
§=0
= k+1
Insgesamt folgt also
Er1 It
— < —<k+1
2 —~n
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Diese Einschliefung ist zwar nicht fiir alle N bewiesen, beschreibt aber die
Asymptotik der Partialsummen ziemlich genau als

N

> % = O(logy(N + 1)).

n=1

In der Informatik entstehen gewisse logarithmische Ausdriicke auf genau diese

Weise.

Auch die geometrische Reihe ) ¢" kann man durch Partialsummen
behandeln, denn es folgt durch Induktion leicht

N+1

Y= ——— q#L
-0 l—gq

Die rechtsstehende Folge konvergiert fir N — oo gegen 1/(1 — ¢), wenn
lq] < 1 gilt, weil die geometrische Folge (¢"V)y nach der Argumentation auf
Seite 2241 dann eine Nullfolge ist. Fiir alle anderen ¢ divergiert sie, und fiir
g > 1 haben die Partialsummen das geometrische Wachstumsverhalten

qN+1 -1

N
n o__ — N
nz:%q =1 =9

Alle anderen Beispiele behandeln wir nicht direkt, sondern durch Anwendung
der Ergebnisse des nichsten Abschnitts.

Aber es sollte noch darauf hingewiesen werden, dafi die Informatik nicht
ohne Reihen auskommt. Wir werden im letzten Kapitel die Zerlegung von
periodischen analogen Signalen in ihre Grundfrequenzen zu behandeln haben.
Darauf haben wir schon im Kapitel B vergewiesen, und in (BIX) auf Seite
steht schon eine Reihe, allerdings eine iiber Funktionen, und sie zerlegt
ein Signal in seine Grundfrequenzen.

10.2 Konvergenzsitze fiir Reihen

Auch fiir die Konvergenzuntersuchung von Reihen gibt es einen Werkzeug-
kasten. Wie bei Folgen beginnen wir mit Ergebnissen, die schon Konvergenz
vorausetzen.

Theorem 10.2 1. Ist eine Reihe konvergent, so bilden die Reihenglieder
eine Nullfolge. Fir die Prazis ist die Umkehrung wichtiger: wenn die
Reihenglieder keine Nullfolge bilden, kann die Reihe nicht konvergieren.
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2. Im Raum IRY bilden die konvergenten Reihen, als Folgen der Reihen-
glieder gesehen (micht als Folge der Partialsummen!) einen linearen
Unterraum des Unterraums der Nullfolgen.

3. Die Abbildung, die einer konvergenten Reihe thren reellen Grenzwert
zuordnet, ist auf diesem Unterraum linear. Also sind Linearkombina-
tionen von konvergenten Reihen wieder konvergent, und der Grenzwert
einer Linearkombination ergibt sich durch die Linearkombination der
Grenzwerte der gegebenen konvergenten Reihen.

Das ist einfach zu beweisen, deshalb wird kein Platz verschwendet. O

Bei reellen Folgen waren die monotonen und beschrénkten nach Satz au-
tomatisch konvergent. Dem entsprechen die reellen Reihen mit nichtnegativen

Gliedern:

Theorem 10.3 FEine reelle Rethe mit nichtnegativen Gliedern ist genau
dann konvergent, wenn ihre Partialsummen nach oben beschrdnkt sind.

Eine reelle alternierende Reihe, d.h. eine mit abwechselnden Vorzei-
chen der Glieder, ist konvergent, wenn die Absolutbetrige der Glieder eines
Endstiicks eine monotone Nullfolge sind.

Zum Beweis des zweiten Teils schreiben wir das Endstiick einer alternierenden
Reihe ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als Reihe Y .2 (—1)*a) mit
ar, > apy > 0. Fiir die Partialsummen s, = Y7 (—=1)*a;, gilt dann s,, —
Son—9 = Qop — Aop—1 < 0 und S9,11 — Sop1 = —@2,41 + a9, > 0. Die Folgen
(S2n)n und (S95,41)n sind also monoton fallend bzw. steigend. Sie sind wegen
Son — Son_1 = a2, > 0 auch beschréinkt, weil sg, > s9,, 1 gilt. Also sind beide
Folgen konvergent, und sie haben wegen s, — $2,_1 = a2, — 0 denselben
Limes. O

1
2 m+1’

aber er liefert leider nicht ihren Summenwert 7/4. Dazu braucht man we-
sentlich mehr Maschinerie. Wie langsam die leibnizreihe konvergiert, sieht
man in Abbildung Bl Problematisch sind Reihen, deren Glieder chaotische
Vorzeichen haben. Das kann hier nicht genau untersucht werden. Es gibt
unangenehme Beispiele, die zwar konvergieren, die nach unendlichen Um-
sortierungsprozessen aber verschiedene Summenwerte haben, weil die Folgen
der Partialsummen sich durch die Umsortierung wesentlich &ndern. Aber es
gibt wenigstens teilweise Abhilfe, ndmlich dann, wenn die Reihe der Abso-
lutbetriige konvergiert.

Der obige Satz beweist die Konvergenz der Leibniz’schen Reihe Z
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Abbildung 6: Partialsummen der Leibnizreihe

Definition 10.4 FEine Reithe mit Gliedern a, heifst absolut konvergent,
wenn die Reihe mit den Gliedern |a,| konvergiert.

Theorem 10.5 Ist eine Rethe absolut konvergent, so ist sie konvergent.
Wenn man sie beliebig umsortiert, bekommt man immer den gleichen Sum-
menwert.

Beweis des ersten Teils im reellen Fall: Wir definieren die Partialsummen
k k k
Sp 1= ay,, s: = Z Qpy Sy, = Z Ay, Sk = s;: + S5 -
n=0 n=0

n=0

an>0 an<0

Nach Satz[I03 und der Voraussetzung der absoluten Konvergenz sind die Fol-
gen (s;)r und (s;,) beide monoton und beschrénkt, also konvergent. Dann
ist nach Satz auch die Summe dieser Folgen konvergent, und nach Defini-
tion [Tl ist die gegebene Reihe konvergent. Im komplexen Fall argumentiert
man wie iiblich mit Real- und Imaginérteil.

Der zweite Teil der Behauptung ist schwieriger und wird hier nicht bewiesen,
weil er fiir die Praxis unwichtig ist. a

Jetzt kommen noch zwei sehr niitzliche Hilfsmittel zum Beweis der Konver-
genz von Reihen:
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Theorem 10.6 Es seiy - a, eine Reihe.
1. Gilt die Abschditzung
lan| < by, fir allen € IN, n > ng

fiir eine konvergente Reihe Y > by, so ist >~ a, absolut konvergent
(Majorantenkriterium ).

2. Gibt es eine reelle Zahl g € (0,1) mit
lans1| < qlay| fir allen € IN, n > ny,
s0 ist so ist Y~ ay, absolut konvergent (Quotientenkriterium).

Beweis Der erste Teil folgt direkt aus

N N
Z\an\§26n<oo

n>ng n>ngo

und die Folge dieser Partialsummen ist beschrinkt. Im zweiten Teil benutzt
man den ersten, indem man als Majorante die geometrische Reihe verwendet.
Induktiv folgt ja

|ano+k| S q|a'no+k‘—1| S q2|ano+k—2| S e S qk|a’no| = bno-f—k;) fur alle k Z 0

und dann auch
- - ‘ano|
2 lanl < lang| 3 d* < 172
n>ng k=0

erst fiir Partialsummen und dann fiir die ganzen Reihen. O

Mit dem Majorantenkriterium kann man leicht die Reihe Y 7 n~2 als kon-
vergent nachweisen, weil man fiir das Endstiick
1 1 1

r ..
— < = — —, fir allen > 2
n? " nn-1 n—-1 n

hat und die Majorante umsortieren kann zu der Folge

. ._i (S DR SN S SR SN SUNP §
N n-1 n) ~ 22 3""""N-1 N = N

n=2

mit Limes 1. Aber wieder bleibt der Summenwert der eigentlichen Reihe im
Dunkeln.

Die Exponentialreihe ) 7 1/n! ist ziemlich leicht mit dem Majoranten-
kriterium oder dem Quotientenkriterium als konvergent nachzuweisen. Aber
wir wollen etwas mehr...
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10.3 Potenzreihen

Eine wichtige Art von Reihen definiert Funktionen eines reellen oder kom-
plexen Arguments x durch eine Potenzreihe

o0

r— f(x) = Zanx".

n=0

Das Supremum aller reellen Zahl R, so dal die Reihe fiir alle x € IR oder '
mit |z| < R konvergiert, heift Konvergenzradius.

Wenn man die absolute Konvergenz von Potenzreihen beweisen will, be-
kommt man die schwach mit N monoton steigenden Partialsummen

N
Sy = Z lan||x|™.
n=0

Man kann das als eine gewichtete geometrische Reihe sehen, und wenn man
weif3, das die Koeffizienten nicht allzu stark ansteigen, z.B. sich wie

lan| < K" (10.7)

mit einem K > 0 verhalten, so folgt

N
SNS ZK”\xI"
n=0

1
< -
- 1- K|z
sofern man )
< -
o] <

hat. Also ist der Konvergenzradius in so einem Fall mindestens 1/K, denn
die Partialsummen sind monoton und nach oben beschrinkt. Dieses Argu-
ment funktioniert auch dann, wenn man (7)) nur fir ein Endstiick hat.
Erwartungsgeméfl wird der Konvergenzradius kleiner, wenn die Koeffizien-
ten starker gegen Unendlich gehen. Aus dieser Voriiberlegung wird auch klar,
dal Potenzreihen einen riesigen Baukasten fiir Funktionen liefern, denn man
kann ja allerhand Folgen (a,), finden, die der Einschrénkung (7)) fiir ein
Endstiick geniigen. In der Tat sind viele spezielle Funktioner% in Potenzrei-
hen “entwickelbar”.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Spezielle_Funktionen
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Hier sind ein paar Beispiele, bei denen wir zunédchst nur auf die Reihen, nicht
auf die links stehenden klassischen Funktionen schauen sollten:

o0 n

exp(z) := Z%
cos(x) = Z(—l)”%
n=0 ot (10.8)
sin(x) = ;(—1)”m
log(1+z) = g(—msnjl

Wir haben hier statt der iiblichen Bezeichnungen cos, sin und log die Schreib-
weisen cos, sin und log benutzt, weil wir die Funktionen durch die Reihen
definiert haben und es keineswegs klar ist, ob wir es wirklich mit dem Sinus
oder dem Logarithmus zu tun haben. Der Logarithmus ist normalerweise defi-
niert als Umkehrfunktion der Exponentialfunktionﬂ, und diese wiederum hat
mehrere Definitionen. Wir kénnen hier von der obigen Reihendefinition der
Exponentialfunktion ausgehen und leiten die typischen weiteren Eigenschaf-
ten dann her. Deshalb haben wir oben exp statt exp geschrieben, aber ob
die obige Funktion log mit der Umkehrfunktion log der Exponentialfunktion
iibereinstimmt, ist nicht bewiesen.

Die geometrische Definitionf der trigonometrischen Funktionen als Verhilt-
nisse der Langen von Katheten zur Hypotenuse in rechtwinkligen Dreiecken
sollte aus der Schule bekannt sein. Ferner ist wegen der Definition von 7 als
Verhéltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser klar, dal man Winkel im
Bogenmaf} durch reelle Zahlen ¢ beschreiben kann, Also wird die klassische
Definition von Sinus un Cosinus schon auf der Schule so erweitert, dafl sin
und cos als Funktionen eines Winkels ¢ im Bogenmafl umgeschrieben werden
konnen. Dadurch wird aus einer geometrischen Definition als Langenverhélt-
nis eine Definition als reelle Funktion. Ob die obige Definition dieser ent-
spricht, ist hier noch nicht klar, weil wir erstens die Lénge eines Kreisbogens
noch nicht berechnen kénnen und zweitens noch nachrechnen miissen, dafl
dann diese Reihen genau die richtigen sind. Und das ist keineswegs klar, denn
nach der iiblichen Definition sind Sinus und Cosinus periodische Funktionen,
aber die obigen Reihen sehen alles andere als periodisch aus. Oder ist es etwa

"http://de.wikipedia.org/wiki/Exponentialfunktion
2http://de.wikipedia.org/wiki/Sinus
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klar, daf3
0 71_271—1—1
0 ;( ) GnE1) sin(m)

gilt? Offenbar scheint 7 sich als Losung einer Gleichung mit unendlich vielen
polynomialen Termen schreiben zu lassen, aber ist auch bewiesen (nach
Lindemannﬂ) daB es nicht mit endlich vielen polynomialen Termen geht.

Die ersten drei Fille sind leicht mit dem Quotientenkriterium als konvergent
fiir jedes x nachzuweisen. Fiir die Funktion exp haben wir

xn—i—l |xn|
n+nl = Tl

zu zeigen. Wir machen erst eine informelle Zwischenrechnung und bekommen
fiir alle z # 0 die Abschétzung

TS )
r— < (n q.
||
Wenn wir die Konvergenz fiir alle |x| < R und mit ¢ = 1/2 beweisen wollen,
sehen wir daran, dafl man ein N mit (N +1) > 2R nehmen sollte. Dann folgt

xn—i—l "

= rT————
(n+1)! (n+1)!
R |z"|
< -
~— n+1n!

1|x™|

2 nl

fiir alle n > N und wir haben die absolute Konvergenz der Reihe bewiesen,
weil das Quotientenkriterium fiir ¢ = 1/2 erfiillt ist. Dieses Argument funk-
tioniert fiir jedes R, aber die Konvergenzanalyse erfordert ein mit wachsen-
dem R ebenfalls wachsendes N, d.h. die Konvergenz “setzt spéter ein”. Fiir
grofle |z| ist dieser Effekt in Abbildung [d klar zu sehen. Betrachtet man den
absoluten Fehler (siehe Abbildung B]), so wird klar, daf} die Exponentialreihe
fiir groBe negative Argumente unbrauchbar ist. Weil die Zwischenergebnis-
se in die GroéBenordnung von 10%° gehen, das Ergebnis e~ aber nahe bei
Null ist, tritt eine gewaltige Ausloschung ein, und das Endergebnis liegt
bei etwa 10° statt bei 0. Weil man auf Standardrechnern etwa 15 korrekte
Dezimalstellen hat, miissen etwa 20-15=5 falsche Stellen vorliegen.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Lindemann.html
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Abbildung 7: Partialsummen der Exponentialreihe fiir x = —50.

Aufgabe: Man schreibe ein kleines Programm, das exp(—10) und exp(1) iiber
die Potenzreihe ndherungsweise ausrechnet. Was ist zu beobachten?

Die Konvergenzanalyse der Reihen von sin und cos ist damit im Prinzip auch
schon erledigt, denn diese Reihen sind Teilreihen der Exponentialfunktion,
wenn man zu Betréigen {ibergeht. Die obige Reihe fiir log(1 + x) erweist sich
bei einer entsprechenden Argumentation als konvergent fiir alle || < 1, und
mehr kann man nicht erwarten, weil der Wert x = —1 nicht erlaubt sein
kann, wenn es sich wirklich um den Logarithmus handelt.

Zumindestens mit den Reihen auf den rechten Seiten von ([I¥) kann man
jetzt arbeiten, aber es nicht klar, wieso die Reihen die links stehenden Funk-
tionen darstellen. Wir machen einen kleinen Schritt in diese Richtung mit
Theorem 10.9 Die Reihen aus (ILY) haben die Eigenschaften

exp(x +y) = exp(x) - exp(y) fiir alle z,y € C (10.10)

und
exp(iz) = cos(z) + i - sin(z) fir alle z € C.
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Abbildung 8: Absoluter Fehler der Partialsummen der Exponentialreihe fiir
xr = —50.

Der Beweis des ersten Teils benutzt die in der Vorlesung “Diskrete Mathe-
matik” hoffentlich bewiesene binomische Formel

(z+y)" = é (?) wly"

und summiert die Terme

(z+y)" i@ j,m—i

n!
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auf geeignete Weise, ndmlich

2N (.T+y)n 2N SL’j yk
PR Rl DR DI
n=0 n=0 ] Z 0
k>0
j+k=n
N {L‘j N yk
- (57) (55)
7=0 k=0

Wir miissen hier vorsichtig iiber die Partialsummen argumentieren, weil wir
keinen Satz iiber Produkte von Reihen zu Verfiigung haben. Weil wir aber
den entsprechenden Satz fiir Folgen benutzen kénnen, ist nur noch zu zeigen,
daf} die zuletzt stehende Doppelsumme in Abhéngigkeit von N eine Nullfolge
ist. Dazu benutzen wir |z| < R, |y| < R und bekommen

X g = jxp [y]*
2 X gim S X 2

<
n>N+1 j> N n>N+1 j> N ]'
k>N k>N
J1+k=n j+k=n
2N 1
= Z Z Rn(N!)Q
n=N+1 i>N
k>N
j+k=n
RQN 2N
S(N!)Q; 2. 1
=N S N
k>N
jt+k=n
- 2}%QN

(N2
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Mit Satz folgt die Behauptung des ersten Teils.

Fir den zweiten sehen wir uns die Partialsummen an und erhalten

— (i2)"
exp(iz) =~ Z Y
" al A al A
- Z n T Z nl
n=0 n=0
n gerade n ungerade
N ;2m2m N j2mtl 2ml
= 2 am) 2 @m 1 1)
m=0 m=0
2m<N 2m4+1<N
i (_1)m22m v i (_1)m22m+1
pr— e Z . -
(2m)! (2m + 1)!
m=0 m=0
2m<N 2m+1<N

~ cos(z)+1i-sin(z)

mit Gleichheit im Limes.
O

Mit dem FErgebnis dieses Satzes kann man allerhand anstellen, aber aus
Platzgriinden wird nicht alles bewiesen. Klar ist

exp(0) = 1
exp(z) > 1, re€lR, x>0
exp(2z) = exp(z)? >0 z€IR

und man kann aus der Funktionalgleichung ([LI0) der Exponentialfunktion
ablesen, daf sie iiberall Null sein miifite, wenn sie an einer einzigen Stelle
Null ware. Also ist die Exponentialfunktion bei reellem Argument iiberall
positiv. Sie ist auch streng monoton, denn wenn man z < y hat, folgt

exp(y) = exp(x) - exp(y — x) > exp(z).
>1

Also ist die Exponentialfunktion auf ihrem Bildbereich umkehrbar. Der Bild-
bereich ist ganz (0,00), aber das beweisen wir spiter. Die Umkehrfunktion
heifit (nattirlicher) Logarithmusﬂ und wird als log oder manchmal auch In
geschrieben. Ob log mit der oben definierten Funktion log iibereinstimmt,

http://de.wikipedia.org/wiki/Logarithmus
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ist noch offen. Aber aus ([ILI0) folgt dann auch die Funktionalgleichung des
Logarithmus:

log(z - y) = log(z) + log(y) fiir alle z,y > 0 (10.11)
denn es folgt

exp(log(z) +log(y)) = exp(log(z)) - exp(log(y))
= Ty,

und nach Anwendung des Logarithmus ergibt sich die Behauptung. Die Funk-
tionalgleichung (TLTT]) des Logarithmus bildet die Grundlage der Logarith-
mentafel und der Rechenschieber. Man kann zwei positive Zahlen mul-
tiplizieren, indem man ihre Logarithmen addiert und auf das Ergebnis die
Exponentialfunktion anwendet.

10.4 Darstellungen reeller Zahlen durch Reihen

Wir schieben hier noch einen Nachtrag zur Darstellung reeller Zahlen ein. Das
ist fiir das mathematische Verstdndnis wichtig, aber in der Praxis irrelevant.

Im Abschnitt B8 auf Seite B haben wir reelle Zahlen als Aquivalenzklassen
beschrinkter Mengen von rationalen Zahlen eingefiihrt, aber aus dem Ab-
schnitt auf Seite iiber Gleitkommazahlen sollte auch klar sein,
dafl man reelle Zahlen durch infinite b—adische Darstellungen beschreiben
kann, die wir hier im Kapitel {iber Reihen genau wie im Abschnitt B0, aber
anders als z.B. [] indizieren:

= + b_ib™’
! j:zm ’ (10.12)
in Ziffern = :l:bmbm,1 s b(] . bflbfz s b,nb,n,1 tee

mit Ziffern b; € {0,1,...,b— 1} und einer natiirlichen Zahl als Basis b > 1.

Theorem 10.13 Die infinite b-adische Darstellung ([[LIZ) einer reellen
Zahl x ist eine konvergente Reihe.

Beweis: Wir sehen uns die positiv genommenen Reihenreste fiir grofie n an:

Sp 1= i b_jb_j
j=n



10 REIHEN 267

und erhalten die Behauptung aus
sno= Y bjb7
J'O=On
> (b—1)b7

j=n

= (b— 1)i b

IN

weil b'~" gegen Null konvergiert fiir n — oo. O

Man sieht an der obigen Argumentation aber auch, dafl die Reihendarstellung
nicht eindeutig ist, denn z.B. gilt im Dezimalsystem

1.0000---=0.9999- - -

Unabhéngig von dieser Uneindeutigkeit kann man rekursiv zu jeder reellen
Zahl z eine b-adische Darstellung (ILT2) angeben, die x darstellt. Sehen wir
uns das fiir positive x an. Wir kénnen durch Abtrennen des ganzzahligen
Anteils ohne Einschrénkung annehmen, daf§ 0 < z < 1 gilt und wir beginnen
die Rekursion mit z; := = € [0,1). Dann gilt bx; € [0,b) und die erste
Nachkomma—Dezimalziffer b_; von x; = x sei genommen als der ganzzahlige
Anteil in {0,1,...,0 — 1} von b - x;. Wir berechnen x5 := bz; — b_; und
bekommen x5 € [0, 1) nach unserer Wahl von b_;.

Jetzt sollte klar sein, wie es weitergeht: zu x,, € [0,1) bestimmt man b_,, als
ganzzahligen Teil von bz, und geht zu z,q := bz, — b_, € [0, 1) iiber. Man
zeigt dann leicht per Induktion, dass die Gleichung

Tpyr = 0" — Zb_jb"_j fir allen >0

J=1

gilt, die man auch als Zerlegung von b"x in einen b-adisch dargestellten
ganzzahligen Teil plus Rest x,,1 € [0,1) deuten kann. Jetzt stellt man die
Gleichung um zu

T = binantl + Z b,jbij

j=1
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und sieht sofort die Konvergenz der Partialsummen von ([ILT2) gegen x, weil
b™"Zp41 € [0,67") fiir n — oo gegen Null strebt.

Theorem 10.14 Das obige Verfahren konstruiert zu jeder reellen Zahl x
genau eine b—adische Entwicklung, die x als Reihe darstellt. a
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11 Standardfunktionen und Stetigkeit

In diesem Kapitel betrachten wir Abbildungen f : IR — IR, die man auch
reelle oder reellwertige Funktionenl] nennt. Der Definitionsbereich wird
oft auf ein beschrénktes oder unbeschrénktes Intervall [ eingeschrénkt (vgl.
Definition auf Seite @0). Reelle Funktionen mit wilden Teilmengen von
IR als Definitionsbereich werden wir hier nicht behandeln. Unsere Definiti-
onsbereiche sind immer Intervalle und deshalb immer konvex.

11.1 Stetige Funktionen
11.1.1 Funktionen und Graphen

Definition 11.1 Sei f : IR — IR eine Funktion. Man bezeichnet f als

gerade wenn f(x) = f(—x) fiir alle x € IR

ungerade wenn  f(z ( fiir alle x € IR

(schwach) monoton wachsend —wenn  f(z
streng monoton wachsend —wenn  f(x
periodisch mit Periode " wenn  f(z

I
—

A A
|
&

=
s

(x+T) fir alle x € IR.
Man sehe sich die Beispiele in der Wikipedia oder hier an:

flz) = 2? ist gerade

flz) = a3 ist ungerade

f(z) = max(x,1) ist schwach monoton wachsend
f(z) = exp(z) ist streng monoton wachsend
f(x) = cos(x) hat die Periode 2.

Funktionen f : IR O I — IR werden oft durch Funktionsgraphenﬁ
veranschaulicht. Dazu markiert man im IR? alle Punkte der Form (z, f(z))
mit beliebigen z € IR. Die Menge

{(z, f(x)) € IR* : z €1}

ist der Graph von f. Dieser Graphenbegriff ist von dem in der Graphen-
theorid] verschieden.

Aufgabe: Fiir jede der obigen Eigenschaften gebe man ein weiteres Beispiel
durch eine Funktion mit ihrem Graphen an und deute die Eigenschaften
geometrisch.

In MATLAB kann man einfache Funktionsgraphen durch Befehlsfolgen wie

"http://de.wikipedia.org/wiki/Funktion_(Mathematik)
%http://de.wikipedia.org/wiki/Funktionsgraph
3http://de.wikipedia.org/wiki/Graph_(Graphentheorie)

(v) fiir alle x <y € IR
fiir alle x <y € IR
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x=-1:0.01;1;
plot(x,2*x."3-x)

zeichnen lassen. Hier haben wir durch den ersten Befehl einen Zeilenvektor
aus dquidistanten Punkte im Intervall [—1, 1] mit Abstand 0.01 definiert,
aber die resultierenden 201 Zahlen wegen des Semikolons nicht ausgegeben.
Der nachfolgende Befehl zeichnet dann die Funktion f(z) = 22® — x auf
diesem Intervall. Durch Setzen eines Punktes bei x.°3 erzwingt man die
komponentenweise Anwendung der dritten Potenz auf den Zeilenvektor x.

Aufgabe: Man benutze MATLAB, um je eine auf das Intervall [—1, 1] einge-
schriankte Funktion mit den obigen Eigenschaften zu zeichnen.

Theorem 11.2 1. Ist ein Intervall I C IR fest gegeben, so bildet die
Menge I'T der reellen Funktionen mit Definitionsbereich I einen reellen
Vektorraum unter den Operationen

(f+9) (@) = flx)+g(x) firalexel, f,geIR
(af)(x) = a- f(z) firalex €I, felIl

2. Im Falle I = IR bilden die geraden bzw. ungeraden Funktionen sowie
die Funktionen mit fester Periode einen Untervektorraum von IRE.

3. Zu zwei reellen Funktionen f und g mit gemeinsamem Definitionsbe-
reich I kann man das punktweise Funktionenprodukt f - g durch
(f-9)(x) = f(x)-g(x) fir alle x € I definieren. Man bekommt eine
lineare Abbildung I x I — I'® mit (f,g) — f-g.

4. Gilt zusdtzlich g(x) # 0 fir alle x € I, so ist f/g analog definiert.

Aufgabe: Man beweise Teile dieses Satzes.
Frage: Was ist im Raum I das Analogon zu den Einheitsvektoren des IR"?

Frage: Warum ist der Raum /% unendlichdimensional?

11.1.2 Stetigkeit reeller Funktionen

Angehende Informatiker wollen reelle Funktionen konkret ausrechnen. Aber
wie soll das gehen, wenn man ein Argument x € IR, fiir das man f(x)
ausrechnen will, nicht exakt im Rechner darstellen kann? Ist z.B. = eine
Gleitkommazahl, die nahe bei z liegt, so sollte das Ergebnis f(Z), wenn man
es exakt ausrechnen konnte, nahe bei f(x) sein. Will man f(z) beliebig
genau durch Werte der Form f(Z) ausrechnen, so wird man verlangen miissen,
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daBl auch = “entsprechend nahe” bei x liegt. Und wenn wir £ immer ndher
an x heranschieben, sollte f(Z) immer ndher an f(z) herankommen. Macht
man das mit Gliedern z,, einer gegen = konvergenten Folge, so sollte f(z,)
gegen f(x) konvergieren. Also:

Definition 11.3 Eine reelle Funktion f ist (folgen—) stetig in einem Punkte
x thres Definitionsintervalls I, wenn sie jede in I liegende und gegen x
konvergente Folge (x,,), auf eine gegen f(x) konvergente Folge abbildet, d.h.
wenn aus x = lim, o, x, tmmer f(z) = lim,,_, f(x,) folgt. Ist eine Funktion
in allen Punkten ihres Definitionsbereichs I stetig, so wird sie auf I stetig
genannt.

Man mache sich klar, da8 diese Definition impliziert, dafl der Wert f(z) als
Limes aller Folgen (f(x,)), immer derselbe ist, gleichgiiltig welche gegen x
konvergente Folge (z,), man nimmt. Im Sinne des Abschnitts auf Seite
24T bekommt die Stetigkeit von f in x auch die Form

lim f(y) = f(@).
Es ist jetzt kein grofes Problem, mit Hilfe des Satzes auf Seite P21
folgendes zu beweisen:

Theorem 11.4 1. Die in einem festen Punkte oder in einem festen In-
tervall stetigen Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich bilden
einen reellen Vektorraum.

2. Sind [ und g zwei Funktionen, die in einem gemeinsamen Punkt x
ihrer Definitionsbereiche Iy und I, stetig sind, so ist das punktweise
genommene Produkt f - g in x stetig als Funktion auf Iy N 1,.

3. Ist unter den obigen Voraussetzungen zusdtzlich g(x) nicht Null, so ist
der punktweise genommene Quotient f/g in x stetig als Funktion auf

IynIgndy : g(y) # 0}
4. Sind f und g stetige Funktionen auf I, so ist auch f - g stetig auf I.

5. Sind f und g stetige Funktionen auf I und gilt g(x) # 0 fir alle x € I,
so ist auch f/g stetig auf I.

Beweis: Es seien f und ¢ zwei Funktionen mit Definitionsbereich 7, die in
einem Punkte x € I stetig seien. Ferner seien o und [ reelle Zahlen, und wir
betrachten eine Folge (z,,), in I mit lim,,_,., z,, = . Wegen der Stetigkeit von
f und g bekommen wir f(x) = lim, o f(z,) und g(z) = lim, . g(x,). Auf
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diese beiden Folgen wenden wir Satz auf Seite B2 an und folgern, dass
die Linearkombinations—Folge (a.f + (g)(x,) gegen (af + Fg)(z) konvergiert.

Diese Beweisidee funktioniert auch fiir alle anderen Aussagen: man bildet
einfach Produkte und Quotienten der Folgen (f(z,)), und (g(z,))n. O

Der obige Satz besagt, dass man durch Bilden von Linearkombinationen,
Produkten und Quotienten von stetigen Funktionen wieder stetige Funktio-
nen bekommt. Aber der Baukasten fiir stetige Funktionen ist noch grofler:

Theorem 11.5 FEs seien f und g reellwertige Funktionen mit Definitionsbe-
reichen Iy und 1, O f(Iy), so dass die Hintereinanderanwendung g o f Sinn
macht. Ferner sei f stetig in x € Iy und g stetig in f(x) € f(If) C I,. Dann
ist die Hintereinanderanwendung g o f in x stetig.

Beweis: Eine beliebige gegen = konvergente Folge (z,,), wird mit f wegen
der Stetigkeit von f auf eine gegen f(z) konvergente Folge (f(z,)), abgebil-
det. Weil g in f(x) als stetig vorausgesetzt wurde, kann man diesen Schluss
wiederholen und bekommt, dass die Folge (g(f(x,)))n gegen g(f(z)) konver-
giert. O

Wir wenden jetzt unseren Baukasten an, um Standardfunktionen als stetig
nachzuweisen. Sehen wir uns erst einmal die Monome z — z" fir n > 0
an. Im Falle n = 0 haben wir die konstante Funktion x — 1, und diese
ist iiberall stetig, weil die Bilder aller Folgen konstant, also konvergent sind.
Die Identitit = +— x = z!' ist auch auf IR stetig, weil sie konvergente
Folgen auf sich selber abbildet. Weil aber nach Satz T4 alle Produkte
stetiger Funktionen wieder stetig sind, miissen alle Monome stetig auf IR
sein. Linearkombinationen stetiger Funktionen sind nach Satz [[T4 stetig,
also sind auch alle Polynome stetig.

Quotienten von zwei Polynomen heiflen rationale Funktionen. Diese sind
nach Satz [T iiberall dort stetig, wo der Nenner nicht Null wird. Punk-
te, in denen Funktionen oder Polynome den Wert Null annehmen, heiflen
Nullstellen. Die Nullstellen des Nennerpolynoms einer rationalen Funkti-
on heiflen Pole der rationalen Funktion. In diesem Sinne hat die rationale
Funktion %= die Nullstelle 3 und die Pole +1 und —1.

x2—1

Wir wissen aus dem vorigen Kapitel, dafl viele Funktionen um den Nullpunkt
herum als Potenzreihen zu schreiben sind. Dann sind sie auch stetig:

Theorem 11.6 Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenzradius stetig.



11 STANDARDFUNKTIONEN UND STETIGKEIT 273

Zum Beweis sehen wir uns eine fiir |z| < R absolut konvergente Potenzreihe

r— f(z) = ianx”.
n=0

an und verwenden fiir Partialsummen den dritten binomischen Lehrsatz,
der weiter unten als ([II4) steht. Wir nehmen |z|, |y| < r < R an und

bekommen
N
> an(a" —y")
n=0

N

< Y Janlle” -y
n=0
N n

< D anll(@—y) > "y
n=0 j=1
N n

< Y lanllz =yl Yl Iy
n=0 j=1

<

N n
ol 3 foul Y70
n=0 j=1

N
< o=yl 3 lalr™
n=0

Hier braucht man eine kleine Zusatziiberlegung. Die Multiplikation der Folge
(r"=1),, mit n verschlechtert zwar die Lage, aber die Folge bleibt “geome-
trisch” fiir ein Endstiick:

Lemma 11.7 Fiir jedes s mit r < s gibt es ein N € IN, so dafs
nr’t < s"

fur allen > N gilt.

Beweis: Weil log(n) = o(n) fiir n — oo gilt, gibt es ein N, so daf§

log(n)

< log(s/r)

fiir alle n > N gilt. Aber dann folgt

log(n) < nlog(s/r)
n < (s/r)"
nr* < s".0O
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Dieses Lemma wird auch hilfreich sein, wenn wir Differenzierbarkeit von
Potenzreihen beweisen wollen.

Um den Beweis des Satzes [[T.0 abzuschlieen, nehmen wir ein s mit r < s <
R und konnen dann auf

o o
Z |an|nr™ < C + Z |a,|s" < oo
n=0 n=N

schlieBen. Weil Multiplikation mit r oder 1/r nichts Wesentliches veréndert,
bekommen wir also eine Konstante K, so dafl

[f(@) = fy)l <z —y|- K

fir alle |z|, |y| < r gilt. Wenn wir statt y eine gegen = konvergente Folge
(), einsetzen, folgt

|f(@) = flzn)] < |lv — 20| K —0

fiir n — oo, und das liefert Stetigkeit von f in x. a

11.1.3 Zwischenwertsatz

Am liebsten wiirden wir jetzt auch die Stetigkeit der Umkehrfunktion einer
streng monotonen Funktion zeigen. Aber wir wissen noch nicht, ob die Bild-
menge einer stetigen Funktion wieder ein Intervall ist. Dazu brauchen wir
einige Vorbereitungen.

Theorem 11.8 (Nullstellensatz)
Es sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall I und es gebe zwei Zahlen
a,be I mit

fla) <0 < f(b).

Dann gibt es ein ¢ zwischen a und b mit f(c¢) = 0. Man nennt c eine
Nullstelle von f. a

Beweis: Wir machen das mit einer Intervallschachtelungﬂ, wie schon
beim Beweis des Satzes von Bolzano—Weierstrafl. Zu Beginn setzen wir
ag := a, by := b und haben f(ag) <0 < f(by). Wir konstruieren Folgen (a)y
und (bg)r mit flap) < 0 < f(be) und |by — ap| < 27%|by — ag|. Das ist fiir
k = 0 schon klar, und den Ubergang von k nach k + 1 machen wir so, daf

"http://de.wikipedia.org/wiki/Intervallschachtelung
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wir im Punkte ¢, := (ay + bg)/2 mitten zwischen a; und b testen, ob der
Funktionswert dort positiv oder negativ ist. Wir setzen

A1 = C, Doy = b falls  f(cx) <0
Apy1 = A, by = ¢ falls  f(cp) > 0.

Das liefert den Induktionsschritt und damit dann zwei schwach monotone
und beschrankte, deshalb konvergente Folgen mit gleichem Limes ¢. Aus der
Stetigkeit folgt

lim f(ax) = f(c) = Jim (b)

k—o0

und da fiir alle k& die Ungleichungen f(ax) < 0 < f(bx) gelten, kann der Limes
f(c) nur Null sein. O.

Der obige Satz ist natiirlich auch in der Praxis anwendbar, wenn man Null-
stellen von Funktionen ausrechnen will. Es gibt effizientere Verfahren, aber
die brauchen mehr Voraussetzungen als Stetigkeit. Was dem Wert Null recht
ist, ist allen anderen Werten billig:

Theorem 11.9 (Zwischenwertsatz )H
Es sei f eine stetige Funktion auf einem Intervall I. Dann hat jede reelle
Zahl z, die echt zwischen zwei Funktionswerten f(a) und f(b) mit a,b € I

liegt, ein Urbild echt zwischen a und b, d.h. es gibt ein ¢ zwischen a und b
mit z = f(c).

Beweis: Man wendet den Nullstellensatz auf die stetige Funktion g(z) :=
f(x) — z an. O

Korollar 11.10 Der Bildbereich einer stetigen reellen Funktion auf einem
Intervall ist konvez. a

Beweis: Das folgt sofort aus dem Zwischenwertsatz. Hat man namlich zwei
Werte f(z) und f(y) aus dem Bildbereich, so wird jeder Zwischenwert an-
genommen, d.h. im Falle f(z) < f(y) liegt auch das Intervall [f(x), f(y)] im
Bildbereich. 4

Theorem 11.11 FEine stetige reelle Funktion auf einem abgeschlossenen und
beschrinkten Intervall nimmt dort Minimum und Mazimum an. Insbesondere
werden abgeschlossene Intervalle der Form [a,b] wieder auf abgeschlossene
Intervalle abgebildet.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Zwischenwertsatz
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Beweis: Es sei f stetig auf einem abgeschlossenen und beschrankten Intervall
[a,b] C IR. Wir benutzen den Beweisgang des Satzes und setzen

s~ :=inf{f(z) : x € [a,b]} <sup{f(x) : x € [a,b]} = s".

Es gibt eine Folge (,,), in [a,b] so dass die Folge (f(x,)), gegen s strebt
oder beliebig grofl wird fiir n — oo, je nachdem ob s* endlich ist oder
nicht. Wir kénnen nach dem Satz von Bolzano—Weierstrafl eine gegen eine
reelle Zahl = konvergente Teilfolge aussuchen und sie wieder (z,), nennen.
Wegen der Abgeschlossenheit des Intervalls folgt dann x € [a,b] und wir
bekommen f(x) = lim,, . f(z,) wegen der Stetigkeit von f. Also nimmt f
sein Supremum oder Maximum auf [a, b] an. O

Der obige Satz ist zentral fiir alle praktischen Optimierungsprobleme, bei
denen man eine Kosten— oder Nutzenfunktion auf einer ziemlich allgemeinen
Menge von “zuldssigen” Punkten maximiert oder minimiert.

11.2 Umkehrfunktionen

Wir wissen schon aus Definition [[32 auf Seite BY, was eine Umkehrabbildung
ist, und dass jede bijektive Abbildung eine Umkehrabbildung hat.

Theorem 11.12 Ist eine reelle Funktion auf threm Definitionsbereich streng
monoton, so hat sie auf ihrem Bildbereich eine Umkehrfunktz’oﬂ, die ebenfalls
monoton 1st.

Achtung: Es ist hier nicht gesagt, dafl der Bildbereich wieder ein Intervall ist
(dazu braucht man Stetigkeit), und deshalb kann es sein, dafl die Umkehr-
funktion auf einer ziemlich wilden Menge reeller Zahlen definiert ist.

Beweis: Es sei f : I — IR streng monoton. Dann ist f auch injektiv, denn
aus f(x) = f(y) kann weder = < y noch y < x folgen, sondern es muss z = y
gelten. Dann ist die Funktion, wenn man ihren Wertebereich auf die reale
Bildmenge einschrankt, bijektiv und umkehrbar.

Wir miissen noch die Monotonie der Umkehrfunktion zeigen. Gilt fur zwei
Werte v = f(x) und v = f(y) die Relation u < v, so ist f~*(u) < f~1(v)
zu zeigen. Das ist aber dasselbe wie x < y, und diese Aussage folgt wegen
der Monotonie von f aus u = f(z) < f(y) = v, weil x = y und x > y nicht
moglich sind. a

"http://de.wikipedia.org/wiki/Umkehrfunktion
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Theorem 11.13 Die Umkehrfunktion einer streng monotonen stetigen Funk-
tion st stetig.

Beweis: Es sei (y,), mit y, = f(z,) eine gegen y = f(x) konvergente
Folge. Zu zeigen ist lim, ., x, = x. Wir konnen wegen der Monotonie von
f annehmen, dafl f(z,) schwach monoton steigend gegen f(x) konvergiert.
Dann ist die Folge (), schwach monoton und nach oben durch x beschrénkt.
Sie hat einen Grenzwert z < z mit f(2) = lim, o f(z,) = f(x) wegen der
Stetigkeit von f. Aus der strengen Monotonie ergibt sich dann z = x, d.h.
die Folge (z,), konvergiert gegen x. O

Wir wollen jetzt die Monome z — z" fiir n > 0 etwas genauer untersuchen.
Wir wissen schon, dafl die Monome stetig sind, und deshalb bilden sie abge-
schlossene Intervalle in abgeschlossene Intervalle ab. Der Definitionsbereich
der Monome ist also immer IR, und der Bildbereich von z +— z™ ist IR, wenn
n ungerade ist, sonst [0, c0).

Jetzt sehen wir uns die Monotonieeigenschaften an. Im Falle n = 0 haben
wir eine konstante Abbildung, und die ist schwach monoton steigend und
fallend. Die Identitidt x +— z ist trivialerweise streng monoton, weil jede
Ungleichung = < y auf sich selbst abgebildet wird. Die quadratische Funktion
x — w2 ist, wie wir aus der Schule wissen, fiir positive z streng monoton
steigend und fiir negative = streng monoton fallend. Wir werden also den
Definitionsbereich der Monome auf I := IR>y := [0,00) einschrianken und
dort strenge Monotonie aller Monome x — z™ fiir alle n > 1 behaupten.
Diese folgt aber sofort aus der per Induktion leicht beweisbaren Variante

2" =yt = (r—y)> ey i alle z,y € C, n > 0 (11.14)
7j=1

der dritten binomischen Formel, denn im Falle n > 1 und x > y > 0 ist die
rechte Seite immer positiv.

Aus dem vorigen Satz folgt dann die Injektivitdt der Monome x — x™ mit
n > 1 auf den nichtnegativen reellen Zahlen. Dann existiert die inverse
Abbildung, hier auch Umkehrfunktion genannt, auf der Bildmenge von
x — z". Diese bildet dann eine Zahl z der Form z = z™ auf x ab, d.h. die
Umkehrabbildung “zieht die n—te Wurzel”. Bei unserer Einschrankung des
Definitionsbereichs auf [0, c0) wissen wir aber, daf§ die Bildmenge aus allen
nichtnegativen reellen Zahlen besteht. Also gilt

Theorem 11.15 Zu jeder nichtnegativen reellen Zahl z und jedem n &
IN, n > 1 gibt es genau eine reelle nichtnegative Zahl Yz mit (Y/x)" = z. O
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Frage: Welche Monotonieeigenschaften haben die Monome auf den negativen
reellen Zahlen?

Frage: Welche Monome sind gerade Funktionen und welche sind ungerade
Funktionen?

11.3 Standardfunktionen
Wir wissen jetzt, dafl v V/2 definiert ist, aber ‘/\2_/5 ist noch undefiniert. Man

kann wie in der Schule fiir positive x und ganze Zahlen n # 0, m > 0 die
Potenz xm als xm := ({/7)" definieren, aber es ist nicht klar, was 2* fiir
beliebige reelle x,z > 0 sein soll. Man lernt in der Schule die Definition
x® := exp(zlogx). und deshalb gehen wir jetzt auf die Exponentialfunktion
und ihre Umkehrung, den Logarithmus ein.

Die in () auf Seite durch die Potenzreihe

[e.9]

exp(z) := Z % fir alle z € C
n=0 ’

definierte Funktion exp hat nach Satz auf Seite die Eigenschaft
exp(z + y) = exp(x) - exp(y) fiir alle z,y € C. (11.16)

Wir haben schon im vorigen Kapitel die strenge Monotonie der Exponenti-
alfunktion auf ganz IR nachgewiesen. Wenn wir die Stetigkeit zeigen wollen,
kénnen wir natiirlich auf Satz [[LA zuriickgehen, aber hier ist nochmal ei-
ne kleine Wiederholung der Beweisidee. Wir nehmen |z|, |y] < R an und

bekommen mit ([T.T4)) die Abschitzung
00 1 n o -
|exp(x) —exp(y)] < |o—yl Y — > lal" ]yl
n=1 " j=1
oo 1 -
< |x—y|ZEnR" 1
n=1 """

= 1 n—1
n=1

= |z —y| exp(R),

woraus sich die Stetigkeit sofort ablesen l&8t, wenn man statt y Elemente
einer gegen x konvergenten Folge einsetzt. Wahrend unsere Monotonieiiber-
legung auf €' keinen Sinn macht, weil dort gar keine Ordnung existiert, macht
der obige Stetigkeitsbeweis auch auf €' Sinn.
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Wir definieren e := exp(1l) ~ 2.171828 und erhalten exp(n) = e" fiir alle
n > 0 aus ([II6) per Induktion. Wegen e > 2 strebt (e”),, gegen Unendlich
fiir n — oo und gegen Null fiir n — —oo, ohne die Null jemals zu erreichen.
Deshalb finden wir den Bildbereich exp(/R) = IR, und bekommen die
monotone Umkehrfunktion log(x) auf IR~o mit Bild IR. Es gilt also

exp(log(z)) = z fur alle x > 0 und log(exp(y)) = y fiir alle y € IR.

Wendet man diese Umkehrfunktion auf die Funktionalgleichung (T an,
so folgt (LTTI), wie wir schon gesehen haben. Das Potenzieren einer positiven
Zahl z ist dann wegen der Funktionalgleichung (ITI6) durch

2" = (exp(log(2))" = exp(n - log(x))

moglich, und die m—te Wurzel {/x ist

1
m — _1
Y = expl-log(x))
wegen
1 m
(exp% log<:c>>) — exp(log(a)) = @.
Zusammen folgt

Tm = exp (ﬁ log(az)) fiir alle n,m € ZZ, m > 0, x € IR~o.
m

Jetzt halten wir ein positives a € IR fest und untersuchen die Funktion
fa(x) :=exp(z - log(a)) auf IR. Es gilt

fo(1) = exp(l-log(a)) = a
fa7(zn) = eXp(nﬁlog(a))
fo () = o (G lost@) = ¥

und deshalb ist die Definition
a® :=exp(z - log(a)) fir alle a,z € IR, a >0

eine sinnvolle und stetige Erweiterung der iiblichen Potenzfunktion. Die
Funktionalgleichung (T liefert dann alle Regeln der Potenzrechnung.

Eine Gleichung y = a” wird {iblicherweise “zur Basis” a logarithmiert durch
die zunéchst unbegriindete Forderung

x =:log,(y) & y = a” fur alle a,y € IR, a,y > 0.
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Aus y = a” folgt aber

y = exp(z-log(a))
log(y) = x-log(a)

log(y)
og(a) log,(y)

und man bekommt die allgemeine Logarithmusdefinition

g, () = 1oo)

= fiir all .
log(a) ir alle a,y > 0

Wir gehen jetzt zu den trigonometrischen Funktionen sin und cos iiber,
kénnen aber ihre geometrische Bedeutung noch nicht erkldren. Wir nehmen
die Reihendefinitionen fiir verwandte Funktionen sin und cos aus ([LY) auf
Seite durch die Potenzreihen

. ' o (_1)nl,2n+1 i I
sin(x) = ZW ir alle z € C
0

(1
(2n)!

n

firallex € C

WE

cos(x) =

Il
o

n

und verwenden neben (16 die Funktionalgleichung

exp(iz) = cos(z) + i - sin(z) fir alle z € C. (11.17)
die wir schon in Theorem auf Seite hergeleitet haben. Um die
Funktionen sin und cos reell zu erhalten, wihlt man z := x € IR und
bekommt

exp(iz) = cos(x) +i - sin(x) fur alle z € IR

als Zerlegung der komplexen Funktion exp(iz) in Real-und Imaginérteil. Wir
wollen auf die Additionstheoreme hinaus und untersuchen

exp(i(x +vy)) = cos(zx+y)+i-sin(z+y)
= exp(iz) exp(1y)
= (cos(x) +i-sin(x)) - (cos(y) +i-sin(y))
= (cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y))
+i - (sin(x)cos(y) + cos(x)sin(y))

woraus durch Koeffizientenvergleich die bekannten Gleichungen

cos(x +y) = cos(z)cos(y) — sin(x)sin(y)
sin(r+y) = sin(x)cos(y) + cos(x)sin(y)
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fiir alle z, y € IR folgen.

Wir sehen aus den Reihen direkt, dass cos gerade und sin ungerade ist. Damit
konjugieren wir exp(iz) und bekommen

exp(ix) = cos(z)+1i- sin(z)
= cos(z) —1-sin(x)
= cos(— x)+z sin(—x)
= exp(—ir),
1 = exp(0)
= exp(iz)exp(—izr)
= exp(iz)exp(ir)
= |exp(iz)|?

= cos*(x) + sin*(z)

fithrt. Die letzte Gleichung hétte man auch schon aus den Additionstheo-
remen folgern konnen, aber wir ziehen hier lieber die Konsequenz, dafl die
komplexen Zahlen exp(iz) alle den Betrag 1 haben und somit auf dem Rand
des Einheitskreises der komplexen Zahlenebene liegen!

Die komplexe Zahl exp(ix) hat also im cartesischen Koordinatensystem der
komplexen Zahlenebene die Koordinaten (cos(zx), sin(x)). In Polarkoordina-
ten habe exp(iz) einen geometrischen Winkel a(x). Mit den auf herkomm-
liche Weise definierten trigonometrischen Funktionen sin und cos gilt also
cos(x) = cos(a(z)) und sin(z) = sin(a(x)) wegen der Winkeldefinition aus
(ET2) auf Seite [6A. Wenn man die geometrische Definition von sin(«) und
cos(a) als Verhéltnisse von Gegenkathete bzw. Ankathete zur Hypothenu-
se beziiglich eines Winkels « in einem rechtwinkligen Dreieck nimmt, folgt
dasselbe, aber nicht a(x) = z. Erst wenn wir zeigen, dafl die Lénge des
Einheitskreisbogens von (1,0) nach (cos(x), sin(x)) gleich z ist, stimmt die
geometrische Definition der trigonometrischen Funktionen mit der Definition
durch Reihen iiberein.

11.4 Stetigkeit von Abbildungen

Es sollte aus dem Abschnitt B3 auf Seite 234 klar sein, dafl man Stetigkeit
auch fiir wesentlich allgememere Abbildungen definieren kann, denn man
braucht nur einen Limesbegriff im Urbild— und Bildraum. Man sehe sich
dazu auch den hinteren Teil der entsprechenden Wlklpedla-SelteH an.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Stetigkeit


http://de.wikipedia.org/wiki/Stetigkeit

11 STANDARDFUNKTIONEN UND STETIGKEIT 282

Definition 11.18 FEs seien M bzw. N metrische Rdume. Fine Abbildung
f + M — N ist (folgen—) stetig in einem Punkte x € M, wenn sie jede in M
liegende und gegen x konvergente Folge (x,,),, auf eine gegen f(x) konvergente
Folge abbildet, d.h. wenn aus x = lim,,_, o x, immer f(x) = lim, . f(x,)
folgt. Ist f in allen Punkten thres Definitionsbereichs M stetig, so wird sie
auf M stetig genannt.

Wir kennen viele interessante metrische Raume, ndmlich die normierten Vek-
torrdume. Alle Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die man rechnerisch
sauber auswerten will, sind also auf Stetigkeit zu untersuchen. Ein simples
Beispiel fiir eine stetige Abbildung ist z — ||z|| auf einem normierten Vektor-
raum, und ebenso ist der Abstand = — d(z,y) zu einem festen Punkt y eines
metrischen Raumes mit Distanzfunktion d immer eine stetige Abbildung.
Frage: Warum?

Der praktisch wichtigste Fall besteht aber aus linearen Abbildungen T
U — V zwischen Vektorrdumen U und V. Ist so eine Abbildung stetig, wenn
wir Urbild— und Bildraum normieren? Zunéchst einmal folgt

Lemma 11.19 Ist eine lineare Abbildung zwischen normierten Vektorrdum-
en stetig im Nullpunkt, so ist sie tberall stetig. Das heifit auch: Wenn eine
solche lineare Abbildung Nullfolgen in Nullfolgen abbildet, ist sie iiberall ste-
tig.

Beweis: Wir zeigen Stetigkeit in einem beliebigen v € U fiir eine lineare
Abbildung T" : U — V, die in 0 stetig ist. Dazu sei (u,), eine gegen
u konvergente Folge in U. Dann ist (u, — u), eine Nullfolge, und wegen
Stetigkeit von 7" in Null und 7°(0) = 0 folgt, da (7"(u,, — u)),, eine Nullfolge
sein muf. Es gilt aber T'(u,, — u) = T'(u,) — T'(u), und deshalb konvergiert
(T'(un))n gegen T'(u), was die Stetigkeit von 7" in u beweist. O

Sehen wir uns einen gutartigen und einen bosartigen Fall an. Der gutartige
besteht aus einer linearen Funktion f : IR — IR, die dann ja immer die
Form z +— a -z mit einer reellen Zahl a (einer 1 x 1-Matrix) haben muss.
Man bekommt

|f(x)] < |al|z| fir alle z € IR (11.20)

und jede Nullfolge (z,), in IR wird auf eine Nullfolge der Form (a - ),
abgebildet. Diese linearen Abbildungen sind also stetig, aber das wufiten wir
schon.

Jetzt ein bosartiger Fall. Wir nehmen die Abbildung aus ([24]), die jedes
Polynom p auf seine Ableitung p’ abbildet. Diese Abbildung ist linear, un-
abhiingig davon, wie der Polynomraum Pl normiert wird. Nehmen wir die
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Norm
Iplloo := max |p(z)| fiir alle p € PL
z€[—1,1]
und die Folge (p,,), mit den skalierten Monomen p,,(z) := z™/n. Das ist eine
Nullfolge wegen
I pa(z) 2" /n < -
nllo = max |p,(x)| = max |2"|/n < —
P z€[—1,1] p xe[—1,1] n
und wenn die Ableitungsabbildung bei Verwendung derselben Norm im
Bildraum stetig wére, miifite auch

"Nl = max |pl.(z)|= max |z" Y =1
oo = s 9 (2)] = s 2"

eine Nullfolge sein, was nicht stimmt.

Das Differenzieren ist (unter Umsténden)
eine unstetige lineare Abbildung!

Das hat sehr unangenehme Konsequenzen fiir das Wissenschaftliche Rechnen,
denn man kann das Berechnen von Ableitungen nicht vermeiden, wenn man
wichtige Probleme in Wissenschaft und Technik 16sen will.

Lineare Abbildungen zwischen normierten Réumen sind also leider nicht
immer stetig. Aber wenn wir unendlichdimensionale Rdume ausschliefen,
kommen wir wieder zuriick zu der gutartigen Situation ([[LZ0), die man
folgendermaflen verallgemeinern kann:

Definition 11.21 FEine lineare Abbildung T zwischen normierten Vektorrdum-
en U und V' heifit beschréinktﬂ, wenn es eine Konstante K € IR gibt mit

1T ()| < K - |[ullo fir alle u € U. (11.22)

Theorem 11.23
1. Beschrdnkte lineare Abbildungen sind stetig.

2. Stetige lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen
sind beschrdnkt.

3. Alle linearen Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen
sind beschrdinkt und damit stetig.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Linearer_Operator%23Beschr%C3%A4nkte_lineare_Operatoren
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4. Die beschrankten linearen Abbildungen zwischen zwei festen normierten
Vektorrdumen bilden einen normierten Vektorraum BL(U, V'), und die

natiirliche Norm oder Operatornormﬁ einer beschrinkten linearen
Abbildung T - U — V st

T(u
1Ty = sup 1TV, (11.24)
wenfoy  |[ullv
5. Damit gilt
T (w)|lv < ||T|ov||ullo fir alle w e U. (11.25)

6. Definiert man zu einem weiteren normierten Vektorraum W mit Norm
|l.llw die zugeordnete Norm ||.|v.w auf dem Raum BL(V,W) der be-
schrankten linearen Abbildungen von V in W, so hat die zu |||y und
|I.llw zugeordnete Norm auf dem Raum BL(U, W) der beschrinkten
linearen Abbildungen von U in W die Eigenschaft

150 Tlow < | Tluy - I1Slviw (11.26)
fir alle S € BL(V,W), T € BL(U, V).

7. Die zugeordnete Norm |||y ist das Minimum aller Konstanten K,
die in (ILZA) auftreten konnen.

Beweisskizze: Die Gleichung ([T.22) zeigt sofort, dafi Nullfolgen auf Null-
folgen abgebildet werden, und das beweist den ersten Teil.

Ist eine lineare Abbildung 7" : U — V nicht beschrinkt, so gibt es zu jeder
Konstanten K € IN ein ux € U mit |7 (ug)||lv > K - ||uk||y. Wenn wir die
ug renormieren zu ||ug ||y = 1, kénnen wir nach dem Satz von Bolzano—
Weierstrafl auf Seite P31 eine konvergente Teilfolge auswéhlen, die gegen ein
uw € U mit ||u||y = 1 konvergiert. Dann folgt aber T'(u) = lim T'(ux ) aus der
Stetigkeit von T, und das widerspricht der Aussage ||T(ux)|v > K - ||Juk]|v,
weil die rechte Seite gegen Unendlich strebt und die linke beschréankt bleibt.

Zum Beweis des dritten Teils wihlen wir eine Basis uq, . . ., u,, im Urbildraum
U und bilden dann einen beliebigen Vektor u € U ab geméafl

u = Zajuj — T(u) = ZajT(uj).
=1 j=1

"http://de.wikipedia.org/wiki/Operatornorm%230peratornormen
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Die Normen ||u||y und

n

=Y lay|

* J=1

n
E :O‘juj
Jj=1

sind nach Satz B8 auf Seite [[63 dquivalent. Es gibt also eine Konstante C}
mit ||ull. < C - ||ul|y fir alle w € U. Dann folgt

1T )llv =

T'(uy)

v

]7
>l T ()l
j=1

1123<X 1T (u; HVZ |a]

=l a TG v

IA

IA

= (- Cyljully fir alle u € U,

wenn man

Cz = max |[T(uy)]lv

definiert. Das zeigt die Beschréinktheit von T'.

Zum Beweis des vierten Teils schlieflen wir aus (I22), dafi das Supremum in
([IT24) existiert, weil es kleiner oder gleich K sein muf}. Die reelle Zahl ||T||y.v
ist also immer wohldefiniert, und einige hier nicht ausgefiihrte Uberlegungen
zeigen, dafl man eine Norm hat und die beschrénkten linearen Abbildungen
damit einen normierten Vektorraum bilden. Die fiinfte Aussage folgt dann

sofort aus ([[T24).

Zum Beweis der sechsten nimmt man das Supremum von

1S o T)(w)llw < [[Slvw I T (W)llv < [I1S[lvw Tl [[ullo.

Gilt (IT22) mit einer Konstanten K, so folgt sofort auch ||T(u)|ly < K,
wenn man in ([Z24) einsetzt. Und weil wir schon wissen, daf§ ||T'(u)||y die
Rolle von K in (IT22) spielen kann, ist auch die letzte Aussage bewiesen. O.

Das Supremum in (TI24)) ist natiirlich nicht kleiner als jeder einzelne Term.
Man hat also eine untere Abschéatzung

17 (w)llv
lullv

<|T||v,v
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fiir jedes beliebige u # 0 aus U. Das werden wir spéter brauchen kénnen.

Um den Umgang mit Suprema zu iiben, beweisen wir noch die Dreiecksun-
gleichung
15+ Tlloy < ISlloy + 1T [loyv (11.27)

fiir beliebige beschrénkte lineare Abbildungen S, T' € BL(U, V). Wir begin-
nen mit der normalen Dreiecksungleichung in V fiir ein beliebiges u € U\ {0}
und wenden ([[I25)) zweimal an:

105+ T)(w)llv 1S (w)llv + 1T (w)lv

<
< |Slvvlullo + ITloyllulv
= UISlloy +[1Tlloy) lullo-

Wenn wir das durch ||ul|y dividieren, folgt

[0S+ T)(w)llv

lullv

< [ISlluv + 1T v

Also existiert das Supremum der linken Seite, und es folgt die Behauptung

(T2

Die Definition von Operatornormen wenden wir jetzt auf Matrizen an. Weil
eine Matrix A = (aj;) € IR™ " iiber x — A - x eine lineare Abbildung
IR™ — IR™ darstellt, und weil nach dem vorigen Satz alle diese Abbildungen
stetig und beschriankt sind, kann man zwei Normen |.||, auf dem IR™ und
||.]l; auf dem IR™ wihlen und definiert

|A -z
[Allpq == sup .
zeR™\{0} ||x||p

als natiirliche oder zugeordnete Norm. Dabei wihle man p,q € [1, c0] mit
den Normdefinitionen aus (B3)) auf Seite [60. Diese Matrixnormenﬁ] héngen
zwar von p und ¢, also von den festgelegten Vektornormen ab, aber sie sind
im Sinne von Definition .6l auf Seite dquivalent.

Aufgabe: Man beweise diese Aussage.

Die Wikipedial] nennt eine Matrixnorm der Form ||.||,p durch die Vektornorm
||.]l, induziert.

http://de.wikipedia.org/wiki/Matrixnorm%23Matrixnormen
?http://de.wikipedia.org/wiki/Matrixnorm%23Matrixnormen
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Wir iiben jetzt das Rechnen mit Normen und bestimmen die Matrixnorm
|| A|s0,00, die sich ergibt, wenn man im Urbild- und Bildraum die Maximums-
norm verwendet. Nach dem vorigen Satz sollten wir die Abschétzung

|A - z||oo < K - ||| fiir alle z € IR"

mit der kleinstmoglichen Konstanten K beweisen. Man bekommt, wenn man
moglichst haarscharf in Richtung auf ||z ||« abschétzt, die Beziehung

n
E AT
k=1

max d - fajela
k=1

14zl = max

IA

IA

max |xk| pax Z\a]k\
1<k<n

= ||z|lo - [max Z laji| fiir alle z € IR".

Also folgt
A7l
|Allco.co = sup u max Z\a]k\

serm\(o} |[Tlloc T 15Sm 4

Wir vermuten, dafl es nicht besser geht, und dazu relcht es, ein x anzugeben,
fiir das Gleichheit eintritt. Es gibt ein ¢, 1 <7 < m mit

n n
max 3 lagl = lal,
k=1 k=1

und wir nehmen dann xy := sgn (a;), 1 < k < n. Dann gilt axr = |ag| >0
und es folgt die umgekehrte Ungleichung

|A 2|l = max

= Z |aik9€k|

k=1
n

- 1~Z\a¢k|
k=1
= ||/l - maxz|a]k|

1<5<m
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fiir dieses spezielle x.

Aus naheliegenden Griinden nennt man

1<j<m

n
[ Al|oo,00 := max Z |aji|
k=1

die Zeilensummennorm von A.

Aufgabe: Man beweise, dafl die Spaltensummennorm von A die natiirliche

Norm der Form
m

Al = g,fglzl ||
]:

ist.

Die wichtige Norm || Al|22 ist nicht ganz so einfach auszurechnen. Man bildet
besser das Quadrat von ([TZZ) und versucht dann, die Grofe ||A - z||3 =
2T AT Az so gut wie moglich in Richtung auf ||z||?> abzuschiitzen. Wihlen
wir als = einen Eigenvektor # 0 zu einem Eigenwert A von AT A, so folgt
AT Az = Ar und ||A - z|]; = 2T AT Az = XaTa = \||z||3. Also gilt A > 0 fiir
jeden solchen Eigenwert, und wir bekommen

14+ 2]l < V]|

fiir den zugehorigen Eigenvektor x. Im schlimmsten Fall miissen wir also
mindestens mit der Konstanten

max{VA : X ist Eigenwert von AT A}

rechnen. Diese tritt in unserer Abschéitzung auf, wenn wir den Eigenvektor
zum groBten Eigenwert von AT A einsetzen, es gibt also keine kleinere Kon-
stante, die das Gewiinschte leistet.

Das beweist aber noch nicht. dafl wir fiir alle z mit dieser Konstanten aus-
kommen. Dazu miissen wir uns an die Diagonalisierbarkeit symmetrischer
Matrizen erinnern. Die Matrix AT A ist symmetrisch und erfiillt Satz (I3
auf Seite 240 Es gibt also eine n x n—Orthogonalmatrix V' und eine Diago-
nalmatrix D mit Diagonalelementen A, ..., )\, so dass ATA = VDVT gilt.
Dann folgt ||z]]2 = [|VTz||s =: ||y]|2 fiir y := VT2 aus der Orthogonalitiit von
V und VT = V=1 (siehe Satz auf Seite und BT7 auf Seite [7T) und
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man erhalt

|A-z|2 = 2TAT Az = 2"VDVTx =y Dy

= 2 Ay
j=1
2
(@?gxn )\k) Zl Y;
]:

2
Iyll2 max A

Ha:”% max \j
1<k<n

JA-als < ol /max A
1<k<n

VAN

Also ist die Spektralnorm
|Al|22 := max{V/\ : X ist Eigenwert von AT A}

die natiirliche Matrixnorm zur euklidischen Vektornorm, aber sie ist leider
alles andere als leicht handzuhaben, denn sie erfordert eine Eigenwertberech-
nung oder eine Singuldrwertzerlegung (siehe Satz auf Seite 2RTl).

Man kann eine etwas groflere und sehr viel einfacher berechenbare Norm,
nédmlich die Frobeniusnorm

1Al F =

nehmen, um immerhin noch die Abschétzung
|A - z||2 < ||Al|F - [|z]2 fir alle z € IR"

zu bekommen. Das beweist man mit der schon in Abschnitt EL6.1l benutzten
Zerlegung der Matrix A als Summe Y ,_, Aegel der Spalten, und mit der
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Cauchy—Schwarzschen Ungleichung aus

JA-zlls = || Aerefn

A
g
??‘&l\?

_—
¢
FS
=

k=1 k=1
n m

= |zl2 >
k=1 j=1

= |zl AllF.

Wegen dieser Ersetzung der Spektralnorm durch die Frobeniusnorm verall-

gemeinert man ([T24) und (I-Z0) in geeigneter Weise:

Definition 11.28 Fine Norm ||.||as auf BL(U, V) ist passend zu oder ver-
traglichll mit |.llo und ||.||v, wenn fir alle T € BL(U,V') die Abschdtzung

T (w)|lv < Al - ullo fir alle w € U

gilt. Die entsprechende Verallgemeinerung von ([L26) wird Multiplikati-
vitdt genannt.

Beim praktischen Rechnen beschrinkt man sich auf passende und multi-
plikative Normen. Wenn man zugeordnete Normen (d.h. Operatornormen)
verwendet, kénnen nach Satz keine Probleme auftreten, und fiir die
Frobeniusnorm gilt

Theorem 11.29 Die Frobeniusnorm ist passend zur ||.||a—Norm und multi-
plikativ.

Beweis: Wir miissen nur noch die Multiplikativitdt beweisen. Dazu nehmen
wir zwei Matrizen A = (aj;) € IR™™, B = (bj;) € IR™* her, bilden
das Matrizenprodukt C' := (ci) = A * B € IR und die Quadrate der

"http://de.wikipedia.org/wiki/Matrixnorm¥%23Matrixnormen


http://de.wikipedia.org/wiki/Matrixnorm%23Matrixnormen

11 STANDARDFUNKTIONEN UND STETIGKEIT 291

Frobeniusnormen
n ¢
ICI% = >y

izl k? -~ )

- 3 (S
i=1 k=1 \j=1
n 0 m m

< D). (ZQ?J) (Z@k)
i=1 k=1 \j=1 j=1
n m J4 m

- (23 (X3
i=1 j=1 k=1 j=1

= [JAlI% - I Bl

Dabei war wieder einmal die Cauchy—-Schwarzsche Ungleichung hilfreich. O

11.5 Gleichmiflige Stetigkeit und Konvergenz

Es gibt zur Stetigkeit eine unter den hier vorliegenden Umstédnden dquivalente
Definition, die in anderen Biichern verwendet wird. Dazu gehen wir auf den
Fall reeller Funktionen zuriick und untersuchen, unter welchen Umsténden
wir eine Funktion f in einem Punkt x ihres Definitionsintervalls I stabil und
sicher ausrechnen konnen. Wenn wir f(x) bis auf einen beliebig vorgegebenen
absoluten Fehler e¢ ausrechnen wollen, so miissen wir eine von ¢, f und x
abhéngige Schranke ¢ angeben koénnen, so dafl die Rechnung mit einem
fehlerhaften & mit |x —Z| < § immer noch mit Sicherheit zu | f(z) — f(Z)] < €
fiihrt.

Definition 11.30 1. FEine reelle Funktion f ist stetig in einem Punkte
x thres Definitionsintervalls I, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt,
so dass fiir alley € I aus |x—y| < 6 stets | f(x) — f(y)| < € folgt. Dabei
darf 0 auch von x abhdngen.

2. Eine Funktion f ist stetig in ihrem ganzen Definitionsbereich I, wenn
sie 1n jedem Punkte von I stetig ist.

Theorem 11.31 Stetigkeit (Definition auf Seite [Z91) und Folgenste-
tigkeit (Definition [I13 auf Seite[271) sind bei reellen Funktionen dquivalent.

Beweis: Es sei f in x stetig, und wir wollen Folgenstetigkeit in x zeigen.
Gegeben sei also eine gegen z konvergente Folge (), und wir wollen Kon-
vergenz von f(x,) gegen f(z) zeigen. Dazu miissen wir uns ein € > 0 vorgeben
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lassen und dann ein N € IN finden, so dass aus n > N stets | f(z)—f(z,)| < €
folgt. Wir nehmen das € dankend entgegen und benutzen es erst einmal in
der Stetigkeitsdefinition. Daraus bekommen wir ein § > 0, so dass aus y € [
mit |z — y| < § stets |f(z) — f(y)| < e folgt. Dieses & stecken wir in die
Konvergenzdefinition der Folge (z,,), hinein und bekommen ein N € IN so
dass aus n > N immer |z, — x| < § folgt. Diese z,, setzen wir als y ein und
erhalten wie gewiinscht |f(x) — f(x,)| <e.

Jetzt setzen wir Folgenstetigkeit in x voraus und wollen Stetigkeit zeigen.
Wir schliefen indirekt und nehmen an, die Funktion f sei in x nicht stetig,
und beweisen dann, dass sie auch nicht folgenstetig ist. Jetzt miissen wir
die Stetigkeitsdefinition negieren, und alle Quantoren “umdrehen”. Es gibt
also ein € > 0 so dass fiir alle 6 > 0 ein y € [ existiert mit |z — y| < ¢ und
|f(x)—f(y)| > e. Setzt man hier der Einfachheit halber 6 := 1/n, so bekommt
man fiir jedes n ein y, € I mit |z — y,| < 1/n und |f(x) — f(y.)| > €. Die
Folge (yn)n konvergiert also gegen x, aber die Ungleichung |f(x) — f(yn)| > €
zeigt, dass f(y,) nicht gegen f(z) konvergiert. Also ist f nicht folgenstetig.
O

An dieser Stelle machen wir einen kleinen Exkurs und greifen die Definition
offener Mengen auf Seite auf. Der folgende Satz dient in der Topo-
logieﬂ als Definition der Stetigkeit von Abbildungen, ist hier aber “nur” ein
Satz.

Theorem 11.32 Ist f eine stetige Abbildung zwischen metrischen oder nor-
mierten Rdaumen, so sind die Urbilder offener Mengen immer offen.

Zum Beweis nehmen wir der Einfachheit halber den Fall f : U — V
mit normierten Rd&umen an und nehmen eine beliebige offene Menge Vj im
Bildraum V' her. Die Urbildmenge ist dann

Up:={uelU : f(u) eV}

und wir miissen zeigen, dafl auch U, offen ist. Dazu nehmen wir uns ein
beliebiges u € Uy und das zugehorige vy := f(ug) € Vp vor. Weil 1} offen ist,
gibt es eine e-Umgebung von vy, die ganz in V} liegt. Mit diesem e wenden
wir die Stetigkeitsdefinition an und bekommen ein § > 0 mit der Eigenschaft,
daB aus ||u — up||ly < 0 immer || f(u) — f(uo)||v < € folgt. Also bildet f eine
komplette —Umgebung von ug in die e-Umgebung von f(ug) ab, die in Vj
liegt, und somit liegt die komplette 0—Umgebung von ug in der Menge Uj.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Topologie_(Mathematik)
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Diese ist also offen, denn wir haben zu einem beliebigen ihrer Elemente eine
offene Umgebung gefunden, die ganz in der Menge liegt. a

Die néchste Frage betrifft das Problem, ob man bei einer {iberall stetigen
Funktion zu einem gegebenen e die Wahl des § unabhéngig vom Stetigkeits-
punkt x treffen kann. Die Frage klingt sehr theoretisch, ist es aber nicht, weil
man sehr oft gezwungen ist, so einen Schlufl auszufiihren.

Definition 11.33 FEine reelle Funktion f heifst gleichméflig stetidﬂ auf
ihrem Definitionsintervall I, wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dafs
fir alle x,y € I mit |x —y| < 6 auch |f(z) — f(y)| < € folgt.

Theorem 11.34 (Satz von HeindH oder von CantorH)
Stetige Funktionen auf abgeschlossenen und beschrdinkten Intervallen I sind
dort gleichmdfsig stetig.

Beweis: Nehmen wir das Gegenteil an. Dann gibt es ein € > 0, so dafl
zu jedem § > 0 zwei Punkte x4, ys € I existieren mit |zs — ys| < J, aber
|f(xs) — f(ys)| > e. Wir nehmen § := 1/n fir n € IN5y und bekommen,
mit leichter Anderung der Schreibweise, zu jedem n € IN-o zwei Punkte
TnyYp € I mit |z, — y,| < 1/n, aber |f(z,) — f(yn)| > €. Wegen der
Abgeschlossenheit und Beschrianktheit des Intervalls I gibt es eine gegen
ein x € I konvergente Teilfolge der Folge (z,,),. Die Teilfolge der Folge (y,)n
mit denselben Indizes konvergiert dann wegen |x,, — y,| < 1/n auch gegen x,

und die Stetigkeit von f liefert fiir diese Teilfolgen
lim f(z,) = f(x) = lim f(y,),
was im Widerspruch zu |f(x,) — f(yn)| > € fiir alle n € N steht. O

Aufgabe: Die Funktion z — 22 ist zu jedem a > 0 auf I := [—a, a] gleichmiiflig
stetig. Was ist zu gegebenem e das denkbar grofite 0, das man bei der
gleichméfigen Stetigkeit benutzen kann?

Die Definition der gleichméfigen Stetigkeit gilt vollkommen analog
auch fiir Funktionen auf Teilmengen des IR* oder eines metrischen Raum-
es, man ersetzt nur die Betrdge durch Normen oder Abstiande in der Metrik.
Wenn man dann aber den Satz[[T.34 erweitern will, braucht man den Satz von

"http://de.wikipedia.org/wiki/Gleichm%C3%A4%C3%9Fige_Stetigkeit
?http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Heine.html
3http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Heine
“http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Cantor.html
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Bolzano-Weierstra$3, der zu beschréinkten Folgen immer konvergente Teilfol-
gen liefert. Und deren Limes sollte wieder im Definitionsbereich der Funktion
liegen, so dass man insgesamt vom Definitionsbereich der stetigen Funktion
verlangen muss, dass er eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge eines
IR* ist. Mit fast wortlich gleichem Beweis, den wir hier nicht wiederholen,
gilt dann auch

Theorem 11.35 Stetige Funktionen auf abgeschlossenen und beschrdankten
Teilmengen eines IR* sind auf ihrem Definitionsbereich gleichmdfig stetig.O

In Vorbereitung der Integralrechnung fragen wir uns jetzt, wie man stetige
Funktionen durch einfachere Funktionen ersetzen kann, ohne einen allzu-
groflen absoluten Fehler zu begehen. In der Mathematik nennt man dann
die Ersatzfunktion eine Approximation der gegebenen Funktion. Wir be-
trachten erst die Ersetzung einer Funktion durch eine stiickweise konstante
Funktion (Zeichnung in der Vorlesung).

Theorem 11.36 FEs sei f eine auf einem abgeschlossenen und beschrdnkten
Intervall [a,b] stetige Funktion. Wir betrachten Intervallzerleqgungen A der
Form
A: a=xg<x;1<...<Tpy1 =0
mit beliebigem n = n(A) und der Fiilldichte h := h(A) := max (Tj41 — ).
<j<n

Ferner gehore zu A die Auswahl eines beliebigen y; € [z;,2;11],0 < j < n.
Dann wird die Funktion f ersetzt durch die stiickweise konstante Funktion

fa(z) = fly;) fir alle x € [z, x11], 0 < j <n,

wobei die eventuelle Mehrfachdefinition in den Punkten x; durch beliebige
Auswahl einer der beiden Alternativen behoben werden kann. Es gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein hg > 0, so daf fir alle Zerlegungen A mit
h(A) < hg die Abschitzung

|fa(x) — f(x)| < € fir alle x € [a,]]

folgt.

Beweis: Die Funktion f ist gleichmifig stetig auf [a,b]. Es gibt also zu
jedem € > 0 ein 6 > 0, so daB fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < J stets
|f(x) — f(y)| < € folgt. Wir wéhlen hy := § und eine beliebige Zerlegung A
mit h(A) < hy < 6. Dann folgt

(@) = f(2)] = [f(y;) = ()] < e fir alle 2 € [, 2544
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weil |y; — x| < x4 —x; < h < § gilt. Also gilt auch |f,(z) — f(z)| <
e fiir alle x € [a, b]. 0

Es ist bemerkenswert, dal der Satz fiir alle hinreichen feinen Zerlegungen
gilt, egal wie sie im Detail aussehen. Die Ersetzung einer Funktion durch
eine stiickweise konstante Funktion sieht unpraktisch aus, ist es aber nicht,
weil schnelle und extrem rundungsgenaue Verfahren zur Auswertung kompli-
zierter Funktionen gar nichts berechnen, sondern in einer Tabelle vorausbe-
rechneter Werte nachsehen.

Wir behandeln jetzt noch die wichtigste Anwendung des obigen Satzes in der
Mathematik. Unter den Voraussetzungen von Satz auf Seite legen
wir jetzt die Funktionswerte zweier stiickweise konstanter Approximationen
an die gegebene stetige Funktion f fest. Dabei wollen wir die gegebene
Funktion f von oben und unten sauber abschétzen und “einschliefen”, und
wir werden das in Abschnitt 31Tl auf Seite B27 bei der Definition des
bestimmten (Riemann-) Integrald] dringend brauchen.

Theorem 11.37 Es gelten die Voraussetzungen von Satz [[1.30. Bei den
Funktionen

flen(t) == nax f(t) fir allet € [x;,x44], 0<i<n
.Ti_fl'_xi+1

funten(f) .= min f(t) fir allet € [z, 2:41], 0<i<n
.Ti_fl'_xi+1

sei die eventuelle Mehrfachdefinition in den Punkten x; so behoben, daf bei
f3ben das Mazimum und bei fintm das Minimum der beiden Alternativen
genommen werde. Es gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein hy > 0, so daf fir alle Zerlegungen A mit
h(A) < hg die Abschitzungen

[fR" (@) — fR (@) < e
() < flx) < ()

fir alle x € [a,b] gelten.

Beweis: Man wendet den vorigen Satz fiir €/2 an. Das ist moglich, weil die
Funktion f auf den abgeschlossenen Teilintervallen [x;, z;,1] nach Satz [Tl
auf Seite jeweils ihr Minimum und Maximum annimmt. O

In der Literatur spricht man bei der obigen Konstruktion gelegentlich auch
von Oberfunktionen und Unterfunktionen.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Riemann-Integral
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Wen es stort, dal die Ersatzfunktionen nicht stetig sind, kann stiickweise
lineare und stetige Funktionen verwenden. Aber man bekommt leider keine
EinschlieBung von oben bzw. unten.

Theorem 11.38 FEs sei f eine auf einem abgeschlossenen und beschrdnkten
Intervall [a,b] stetige Funktion. Wir betrachten Intervallzerleqgungen A der
Form

A: a=xg<x;1<...<Tpy1 =0

mit beliebigem n = n(A) und h := h(A) = hax T4 — ;. Dann wird die
<j<n
Funktion f ersetzt durch die stiickweise affin—lineare Funktion

falz) = uf(95j+1)+M

J(z;
Tjt1 — Tj Lj+1 = Lj (@)

fir alle x € [xj,2;44], 0 < j <m,

wobei die eventuelle Mehrfachdefinition in den Punkten x; nicht stort.

Es gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein hy > 0, so daf fir alle Zerlegungen A mit
h(A) < hg die Abschitzung

|fa(z) — f(2z)| < € fir alle x € [a,b]

folgt.

Beweis: Die Funktion f ist gleichmifig stetig auf [a,b]. Es gibt also zu
jedem € > 0 ein § > 0, so daB fiir alle x,y € [a,b] mit |x — y| < 0 stets
|f(x) — f(y)| < e folgt. Wir wihlen hy := 0 und eine beliebige Zerlegung A
mit A(A) < hg < §. Dann folgt

i) = J@)] = | ()
Tj41 — T
) = @)
= ‘x __j (f(zj+1) — f(z))
j'z—!;l-i-l J
() = @)
<« 170 I
Tj+1 — Ly Tjy1 — X
= €.

Also gilt auch |f(z) — f(x)| < € fiir alle x € [a, b]. O



11 STANDARDFUNKTIONEN UND STETIGKEIT 297

11.6 Funktionenfolgen

Der néchste Schritt betrifft Folgen, aber nicht Zahlenfolgen, sondern Fol-
gen von Funktionen. Beispielsweise hat man in einem iterativen Algorithmus
nacheinander Funktionen fi, fo,... auf einem gemeinsamen Definitionsbe-
reich I berechnet, und man mochte wissen, ob es eine Limesfunktion f gibt
und ob die Limesfunktion stetig ist. Nehmen wir eine solche Folge (f,,), von
reellen Funktionen auf I als gegeben an.

Zuerst kann man fiir feste x € I die Zahlenfolgen (f(z,)), ansehen und auf
Konvergenz untersuchen.

Definition 11.39 FEine Funktionenfolge (f,), auf I konvergiert punkt-
weise gegen eine Funktion f auf I, wenn fir jedes x € I die Konvergenz
lim,, o fo(x) = f(x) eintritt.

Beispiel: Die Funktionen x — 2" konvergieren punktweise auf I = [0, 1] gegen
die unstetige Funktion

0 0<zr<l1

J(z) = { 1 =1
Das ist ein abschreckendes Beispiel, denn die Monome sind sehr ansténdige
stetige Funktionen, beschrinkt auf [0, 1], die Folgen (z™),, sind monoton und
beschrénkt, und man kénnte doch bei all diesen schonen Voraussetzungen
erwarten, dafl die Grenzfunktion wieder stetig ist. Ist sie aber nicht, und man
braucht stérkere Voraussetzungen, um die Stetigkeit einer Grenzfunktion
nachzuweisen.

Die punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen kann man definieren und
untersuchen, ohne dass man einen Funktionenraum hat. Wenn man aber
einen normierten Funktionenraum betrachtet, ist zu kldren, wie sich die
Konvergenz einer Funktionenfolge in der Norm zur punktweisen Konvergenz
verhélt.

Definition 11.40 Gegeben sei eine Funktionenfolge (f,)n aus einem nor-
mierten Raum F von reellwertigen Funktionen auf einem Definitionsbereich
I, und die Norm auf F' werde mit ||.|r bezeichnet. Wenn es eine Funktion
f € F gibt, fir die

Tim |[f = fullr =0

gilt, so sagt man, die Folge (f,), sei normkonvergent gegen f.



11 STANDARDFUNKTIONEN UND STETIGKEIT 298

Das ist nichts anderes als Definition auf Seite 234 auf dem metrischen
Raum, der durch die Norm auf F' gegeben ist. Was gilt nun fiir das Verhéaltnis
zwischen punktweiser und Normkonvergenz?

e Konvergiert (f,), punktweise gegen eine reellwertige Funktion auf I,
so ist noch nicht einmal klar, ob f iiberhaupt in F' liegt, d.h. Norm-
konvergenz ist keineswegs gesichert.

e Umgekehrt kann man aus Normkonvergenz nicht immer auf punktweise
Konvergenz schlieflen.

Zum erstgenannten Faktum kann man das obige Beispiel der Funktionenfolge
(™), auf [0, 1] heranziehen, wenn man auf eine beliebige Weise einen Raum
F stetiger Funktionen auf [0, 1] definiert. Um die zweite Situation anzusehen,
kann man auf dem Raum F' = C[—1, 1] der stetigen Funktionen auf [—1,1]
die Norm

+1

Il £l ::/ |f(t)|dt fir alle f € C[—1,1]

-1

einfithren, aber wenn man dann eine Folge von stetigen “Hiitchenfunktionen”

1+t/h —-h < t <0
fo(lx) =< 1—t/h 0 <t < h
0 sonst

mit A~ = 1/n und n > 1 betrachtet, ist || fi/n|li = 1/n eine Nullfolge,
wihrend f,,(0) = 1 fiir alle h € [0, 1] gilt. Also hat man Normkonvergenz
gegen die Nullfunktion, aber punktweise konvergieren die Funktionen gegen

die unstetige Funktion
_J 0 x2#£0
f@)'_{l :1::0}'

Aufgabe: Kann man so auch fiir die Monomfolge (z™),, schlielen?
Die Lage sieht etwas besser aus, wenn man weif}, daf3 die Auswerteabbildung
0o = [ fl2)
fiir jedes x € I als lineare Abbildung F' — IR beschrénkt ist, d.h. wenn
[f(@)] < C@)|[f|r fir alle f € F

mit von x abhingigen Konstanten C'(x) gilt. Denn dann kan man aus Norm-
konvergenz immer auf punktweise Konvergenz schlieflen, indem man

[f(2) = ful@)| < C@)Lf = fullp
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benutzt. Also ist klar, dafl in obigem Beispiel eines Funktionenraums die
Auswerteabbildung nicht immer beschrankt ist, und das sieht man daraus,

daf3
1= fi/a(0) < C(@)| fijnllr = C(z)/n

nicht fiir n — oo gelten kann.
Aber es gibt auch einen angenehmen Fall:

Theorem 11.41 Die auf einem abgeschlossenen und beschrdankten Intervall
I := la,b] stetigen (und gleichmdfsig stetigen) Funktionen bilden unter der
Norm

£l = max |f(x)| fir ale f € Cla, ]
einen vollstindigen normierten Vektorraum, der mit Cla,b] bezeichnet wird.
Cauchyfolgen in diesem Raum konvergieren gegen eine stetige Grenzfunktion.
Die Konvergenz einer Folge (f,), in diesem Raum gegen eine Grenzfunktion
f ampliziert immer eine punktweise Konvergenz, und sogar eine gleichmafi-
ge Konvergenz in folgendem Sinne:

Zu jedem € > 0 gibt es ein N(e) € IN, so daf fir alle n > N(€) und
alle © € [a,b] stets | fn.(x) — f(x)| < € folgt.

Ferner ist die Auswerteabbildung stetig und beschrdankt mit Konstante 1.

Beweis: Stetige Funktionen nehmen auf abgeschlossenen Intervallen nach
Satz [Tl auf Seite ihr Maximum an. Deshalb ist || f||o wohldefiniert,
und man bekommt in der Tat eine Norm, wie man leicht nachrechnet. Ebenso
ist die letzte Behauptung des Satzes sehr einfach zu sehen, weil ndmlich

()] < ||flleo fiir alle f € Cla,b], x € [a,b] gilt.

Zum Beweis der Vollstdndigkeit miissen wir zeigen, dafl jede Cauchyfolge in
der Norm gegen eine stetige Grenzfunktion konvergiert. Eine Cauchyfolge
(fu)n in Cla,b] hat die Eigenschaft, dafl es zu jedem € > 0 ein N(e) €
IN gibt mit ||f, — fmllee < € fiir alle m,n > N(¢). Dann folgt aber auch
|fn(z) — fm(x)| < € fur alle € I, d.h. man hat zu jedem = € I eine reelle
Cauchyfolge (f,(x)),, die deshalb gegen eine reelle Zahl konvergieren muf,
die wir f(x) nennen. Das liefert eine reellwertige Funktion x — f(x), aber wir
wissen noch nicht, ob diese stetig ist und in C[a, b] liegt. Ubrigens beweist
man ganz analog, daf eine in Cfa,b] konvergente Folge immer punktweise
und gleichméBig konvergiert, aber das wollen wir den geneigten Leser(innen)
iiberlassen.
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Zum Beweis der (gleichméBigen) Stetigkeit der Grenzfunktion f miissen wir
uns ein beliebiges € vorgeben lassen und dann ein § > 0 finden, so dafl
aus |r —y| < 0 immer |f(x) — f(y)| < € folgt, und zwar fiir alle x,y €
[a,b]. Nehmen wir also ein solches € entgegen, und wenden wir dann die
Cauchyfolgeneigenschaft auf ¢/3 an. Es gibt dann ein N(e/3) € IN mit
| — finlloo < €/3 fiir alle m,n > N(e/3). Wir setzen ein beliebiges x ein
und lassen das m gnadenlos gegen Unendlich gehen und bekommen

|fu(@) = fl@)| < ([fa = finlloo < €/3
[fu(@) = f(@)] = limpo [ful@) = finl(2)] < €/3
fiir alle n > N(e/3). Es folgt

[f(@) = fW)l < [f(@) = (@) + [ful@) = L)+ [ faly) = F(9)]
< ¢34 [fulz) = fuly)| +¢/3
fir alle n > N(e/3). Jetzt fixieren wir n := N(€/3) und benutzen die
gleichméBige Stetigkeit von f, = fy(e/3), um zu gegebenem €/3 ein 6 > 0
zu finden mit | f,,(x) — fn(y)| < ¢/3 fiir alle |z — y| < J. Das liefert insgesamt
|f(x) — f(y)] < e fiir alle |z —y| < 4. O.

Korollar 11.42 Zu jeder stetigen Funktion f € Cla,b] gibt es eine Folge
stiickweise linearer und stetiger Funktionen, die gegen f in der Norm |||«
konvergiert.

Beweis: Das liefert Satz [[L.33 auf Seite 294l O.

Theorem 11.43 (Approzimationssatz von Weierstrassﬁ)
Zu jeder stetigen Funktion f € Cla,b] gibt es eine Folge von Polynomen, die
gegen [ in der Norm ||.||s konvergiert.

Der Beweis ist fiir Informatik—Studierende zu schwierig. Aber es sollte klar
sein, dafl der Satz sehr wichtig ist, denn in Rechnern kann man sehr effizient
Polynome ausrechnen, mit denen man dann gewisse stetige Funktionen sehr
genau reproduzieren kann.

Andere Funktionenrdume mit anderen Normen sind problematisch, wie wir
schon am Beispiel C[—1, 1] mit der Norm ||.||; gesehen haben.

Aufgabe: Man zeige, dafl man nicht besser wegkommt, wenn man auf

C[—1,1] durch
+1
P._ P
11z / f(@)Pde

fiir beliebige p € [1,00) eine Norm definiert.

"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Weierstrass.html
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12 Differentialrechnung

Hier beginnt das Kernstiick der Analysis: die Differentialrechnungﬂ. Danach
folgt ihre Umkehrung, die Integralrechnung. Es sollte aus dem Schulunter-
richt schon bekannt sein, wie wichtig diese Kulturtechnik ist. Schlieflich ist
die Geschwindigkeit eines Autos, gemessen in km/h, die Ableitung des je-
weiligen Ortes des Autos nach der Zeit, und die Beschleunigung ist wieder-
um die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit. Ein Tachometer ist
ein analoges Geréit zum Differenzieren, und in der Trégheitsnavigation geht
man den umgekehrten Weg: man integriert alle Beschleunigungen zweifach,
um die Ortsverdnderung des bewegten Objektes zu rekonstruieren. Weitere
Anwendungsfelder sind natiirlich die Optimierungsaufgaben, und (etwas ver-
steckter) sind auch alle mathematischen Techniken zur Signalverarbeitung
(z.B. Datenkompression) ohne Differential- und Integralrechnung nicht zu
verstehen.

12.1 Differenzierbare Funktionen
12.1.1 Differenzierbarkeit

Definition 12.1 FEs sei f eine recllwertige Funktion auf einem reellen In-
tervall I und es sei x € I fest. Wenn der Grenzwert

I ICARYIC)

n— o0 Tp — X

fiir jede gegen = konvergente Folge (x,,), mit x, # x und x, € I fir allen €
IN ezistiert und denselben Wert hat, wird dieser Wert mit f'(x) oder % be-
zeichnet und die Ableitung von f in x genannt.

Die Funktion f heif$t dann in x differenzierbarf. Ist f in allen x € I diffe-
renzierbar, so heifit f in I differenzierbar, und die Funktion f' : I — IR
mit x — f'(x) heifit (erste) Ableitung von f.

Die Funktion f heifit stetig differenzierbar in I, wenn sie in I differen-
zierbar ist und die Ableitung in I stetig ist.

Man mache sich an Hand einer Skizze die geometrische Bedeutung dieses
Grenzwertes klar: die durch (z, f(z)) und (x,, f(z,)) definierten Geraden

"http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialrechnung
?http://de.wikipedia.org/wiki/Differenzierbarkeit
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sind Sekanten des Funktionsgraphen, weil sie ihn an zwei Punkten schnei-
den, und die Sekanten streben fiir n — oo gegen die Tangenteﬂ an den Gra-
phen in (z, f(z)), wenn die Funktion f in z differenzierbar ist.

Die obige Schreibweise der Ableitung als Funktion ist manchmal etwas mif3-
verstandlich, weil das Zeichen x in doppelter Bedeutung vorkommt. Zunéchst
ist x eine freie Variable, die angibt, wie f definiert ist. Dabei ist es irrelevant,
ob man z.B. f(z) = 3-x -sin®(x) oder f(t) = 3-t-sin?(¢) schreibt. Gemeint
ist in beiden Féllen dasselbe, namlich

f:IR— IR, z+ 3-x-sin®(z) fiir alle z € IR.

Die Notation f(z) =3 - x -sin®(x) ist die Kurzform dieses Sachverhalts. Die
Funktion heifit f, nicht f(z), und das z ist irrelevant, wenn man nicht eine
die Funktion f definierende Formel angibt, die x enthalt.

Die Ableitung als Funktion ist dann wieder mit einer freien Variablen zu
schreiben, etwa f'(s) = 3 -sin®(s) + 6 - s - sin(s) - cos(s) als Kurzform von

f' i IR— IR, s+ 3-sin?(s)+6-s-sin(s) - cos(s) fiir alle s € IR.

Wenn man die Ableitung f’ an einer festen Stelle z auswertet, schreibt man
f'(x), aber damit ist keine Funktion, sondern eine reelle Zahl gemeint.

Eine prézisere Notation verwendet eine Abbildung D, die einer Funktion f
ihre Ableitung D(f) als Funktion zuordnet (sofern diese existiert, nattirlich).
Diese Abbildung ist linear (siche unten) und bildet differenzierbare Funk-
tionen auf Funktionen ab. Die Auswertung an einer Stelle x kann man
als lineare Abbildung 6, schreiben, die auf einer Funktion f die Wirkung
0:(f) := f(x) hat. Die Auswertung einer Ableitung von f ist dann genauge-
nommen 9, (D(f)).

Wenn man eine Funktion f mit einer freien Variablen ¢ schreibt und dann in
x auswertet, wird in manchen Biichern die Notation

d :
%f(t)\x = f (ZL‘) € R

verwendet, die zwischen der freien Variablen und dem Auswertepunkt unter-
scheidet.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Tangente
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Im Sinne des Abschnitts auf Seite 1aB3t sich die Differenzierbarkeit
von f in z auch in der Form

i L) = f(2)

y—r Y —T

= ['(z)

schreiben, wobei allerdings der formale Schonheitsfehler auftritt, dafi man
von den beliebigen gegen = konvergente Folgen voraussetzen muss, dass sie
f)—f(z)

nicht = selbst enthalten. Einen Ausdruck der Form =,z it z #+ y

nennt man auch Differenzenquotientﬂ. Er gibt die Steigung der Sekante
an, wiahrend f'(x) die Steigung der Tangente an f in (x, f(x)) angibt. Dabei
ist die Steigung der Tangens des Steigungswinkels (siehe den Steigungswinkel
a der Tangente in Abb. {).

f(y)

Sekante

f(x)

Funktion f

Tangente

Abbildung 9: Differenzenquotient, Sekante und Tangente

Eine alternative und sehr praktische Schreibweise fiir Differenzierbarkeit ist

. f(x'+'h>'_ f(x) /
i h AR

wobei man sich unter h beliebige Nullfolgen (h,,), vorstellt, so daf§ h, # 0
und z + h, € [ fir alle n € IN gilt.

Man kann den lastigen, im Grenzfall verschwindenden Nenner loswerden,
indem man ihn wegmultipliziert und dann eine o—Relation hinschreibt:

"http://de.wikipedia.org/wiki/Differenzenquotient
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Theorem 12.2 FEine reellwertige Funktion f ist in einem Punkte x ihres
Definitionsintervalls I genau dann differenzierbar, wenn es eine mit f'(x)
bezeichnete reelle Zahl gibt, so dafs es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass
aus x,y € I, |x —y| < 6 stets

[f(y) = f(2) = f(2)(y — 2)] < ely — 2] (12.3)

folgt.

Beweis: Es sei f in z differenzierbar im Sinne der Definition [Z1] und wir
nehmen an, die alternative Form des obigen Satzes sei nicht erfiillt. Dann
gibt es zu jeder reellen Zahl « ein €, so dass fiir alle 6 > 0 Zahlen y; € [
mit |x — ys| < 0 existieren, so dass |f(ys) — f(x) — a(ys — x)| > €|lys — x|
gilt. Natiirlich wahlen wir a = f/(x) und § = 1/n, um eine Folge (y,), zu
bekommen mit |z —y,| < 1/nund |f(y,) — f(z) — f'(2)(yn — )| > €|y, — z|.
Es folgt 4, # = und

Yn — T

im Widerspruch zur Annahme.

— f(x)| > ¢

Die Umkehrung ist einfach. Wir wéhlen in der Notation von Theorem
zu gegebenem e das passende ¢ mit

[f(y) = f@) = f(@)(y —2)[ <€ |y — |

fir alle z,y mit |z — y| < J§. Dann nehmen wir eine beliebige gegen x
konvergente Folge (z,), mit z, # z fir alle n und bekommen ein N, so
daf fiir alle n > N immer |z, — x| < § gilt. Damit gehen wir in die obige
Abschéatzung und bekommen

fxn) = (=)

Ty, — T

| —flz) <€

fiir alle n > N, was die Differenzierbarkeit von f in x beweist. O

Der Satz zeigt die geometrische Bedeutung der Ableitung, denn der Graph
der Funktion g¢.(y) := f(z) + f'(z)(y — x) ist genau die Tangente an den
Graphen von f in (z, f(x)).

Differentiation ist eine lineare Operation auf einer Funktion. Deshalb gilt

Theorem 12.4 Die in einem festen Punkte x thres gemeinsamen Definiti-
onsbereichs I differenzierbaren Funktionen bilden einen reellen Vektorraum.
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Die in ihrem gemeinsamen Definitionsbereich I differenzierbaren Funktionen
bilden einen reellen Vektorraum.

Die in threm gemeinsamen Definitionsbereich I stetig differenzierbaren Funk-
tionen bilden einen reellen Vektorraum.

Theorem 12.5 Fiir die Differentiation von Funktionen gelten die folgenden
Regeln, sofern die vorkommenden Gréfien Sinn machen:

1. Produktrege]ﬂ
(f-9)(x) = () - g(x) + f(x) - g'(x)
falls f und g in x differenzierbar sind.
2. Quotientenregelﬁ
N @) g(x) —g'(x) - f(z)
(g) @) 9*(x)

falls f und g in x differenzierbar sind und g(x) # 0 gilt.

3. Kettenrege]ﬁ
(g0 f)(z)=4g'(f(x)) f(z) (12.6)
falls g in f(x) und f in x differenzierbar ist.

4. Ableitung der Umkehrfunktion:

(f (f(2) = (12.7)

sofern f in x differenzierbar ist und f'(x) # 0 gilt.

Die Aussagen im obigen Satz sind so zu verstehen, dafl unter den angegebenen
Voraussetzungen die links stehenden Funktionen differenzierbar sind und ihre
Ableitung durch die rechtsstehende Formel ausrechenbar ist. Die Beweise
sind durchweg einfach, stehen in allen Biichern und werden hier weggelassen.
Problematisch ist hochstens die letzte Regel, weil bewiesen werden muf3, daf3
aus der Bedingung f’(x) # 0 die Existenz der Umkehrfunktion von f in einer
Umgebung von f(x) folgt. O

"http://de.wikipedia.org/wiki/Produktregel
%http://de.wikipedia.org/wiki/Quotientenregel
3http://de.wikipedia.org/wiki/Kettenregel
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Theorem 12.8 Ist f : I — IR an einer Stelle x € I differenzierbar und
gilt dort f'(z) # 0, so ist f in einer Umgebung von x streng monoton, und
zwar steigend, wenn f'(x) > 0 gilt, sonst fallend.

Beweis: Wir wihlen uns ein € < |f’(2)|/2 und bekommen aus Satz ein
9, so daB aus |y — z| < 0 die Ungleichung (TZ3) folgt. Fiir jedes solche y # x
ergibt sich

i /
) =1@) ol oo @l
Yy—x 2
und deshalb hat der Differenzenquotient W fiir diese y dasselbe Vor-

zeichen wie f'(z). Ist f'(x) positiv, so ist f um x streng monoton steigend,
andernfalls fallend. Der Bereich der strengen Monotonie umfafit alle y aus
dem Definitionsbereich von f mit |z — y| < §. Dort existiert dann die Um-
kehrfunktion von f. a

Die Formel ([ZT) fur die Ableitung der Umkehrfunktion wird oft falsch
angewendet. Man mache sich klar, dafl links als Argument von f~! ein Wert
aus dem Bild von f stehen muB, also keinesfalls z statt f(z) stehen darf. Die
Formel selbst ergibt sich auch leicht aus der Kettenregel (CZH), wenn man

die Gleichung x = f~(f(x)) differenziert:

L = (/7 (f(x))
= (T (@) f(@).

Die Ableitungen f/(z) = n-z"~! der Monome f,, : x +— x" bekommt man
leicht durch Induktion, weil man fj(z) = 0 und f{(x) = 1 direkt ausrechnen
kann und die Produktregel auch den Induktionsschlufy

(fos1) (@) = (f1- fu)'(2)
= Jfi(@) - fulz) + fi(z) - [ (2)
= fal@)+ - fi(2)
= 2"+z-n-2"!
= (n+1)z"

liefert. Bei der Exponentialfunktion mufl man der Versuchung widerstehen,
die Reihe gliedweise zu differenzieren, denn das ist eine nicht immer erlaubte
Operation. Aber es folgt aus

exp(z + hf)L —exp(x) _ exp(x)eXp(h) ; exp(0)

die Differenzierbarkeit an jeder Stelle x mit exp’(x) = exp(z) - exp’(0), wenn
die Differenzierbarkeit in Null geklédrt ist. Aus der Exponentialreihe folgt
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dazu

lexp(h) =1 —h| =

= h*exp(|h|)

und daraus bekommt man exp’(0) = 1, was zu exp’(z) = exp(x) fiir alle z €
IR fiihrt. Die Exponentialfunktion hat sich selbst als Ableitung. Als Anwen-
dung der Formel (TZ7) berechnen wir die Ableitung des Logarithmus iiber

log/(exp(z)) = eXp1<x)
y = exp(x)

fiir alle y > 0.

Aus der Kettenregel, angewendet auf a® := exp(z - log(a)) folgt
(a®) = log(a) - a®.

Man kann das so interpretieren, daf3 die durch Differentiation gegebene li-
neare Abbildung die Funktionen a® als “Eigenvektoren” zu Eigenwerten
log(a) hat. Die Ableitung des Logarithmus erlaubt, die Gleichung z* =
exp(a - log(x)) zu differenzieren, um die allgemeine Regel

(z%) = exp(a-log(z))alog/(z)
= oax®—
x
= a-z°7!
zu erhalten, die auch das Differenzieren von Wurzelfunktionen beschreibt.
Man muss dabei darauf achten, dass oft die Differenzierbarkeit in Null fehl-

schldgt, und zwar bei allen x® mit a < 1.
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Die Ableitungen von Sinus und Cosinus erhédlt man, indem man entweder
die Funktion exp(iz) = cos(z) + i - sin(z) mit einiger Frechheit nach der
reellen Variablen x differenziert oder die Additionstheoreme anwendet, was
sich als gleichwertig herausstellt. Mit der obigen Argumentationstechnik oder

der Kettenregel sieht man, dass wegen
exp(i(x + h})l) — exp(iz) _ exp(ix)eXp(Zh)) —exp(0)

h
1+ih+0O(R?*) -1
= exp(ir) h

die Gleichung exp(ixz)’ =i - exp(iz) gilt, und das bedeutet

(cos(x) +1i-sin(x)) = i-(cos(x)+i-sin(z))
= —sin(x) +i- cos(x)

sodass man
cos'(x) = —sin(x) und sin’(x) = cos(x)

bekommt.

Natiirlich kann man Funktionen unter giinstigen Umstanden mehrfach diffe-
renzieren. Bis zur dritten Ableitung werden wir die Schreibweise f, f/, f”, f"”
verwenden, und danach geht es mit f@®, f®) .. weiter. Nicht geklammerte
Exponenten an Funktionen kénnen nach wie vor Potenzen sein.

Wir sehen uns noch einige Umkehrfunktionen an. Will man die Umkehr-
funktion zur Sinusfunktion finden, so hat man erst einmal einen Bereich
aufzusuchen, wo der Sinus streng monoton ist. Das ist etwa auf [—7/2,7/2]
der Fall, denn dort ist seine Ableitung, der Cosinus, positiv bis auf die End-
punkte. Auf diesem Intervall nimmt der Sinus jeden Wert zwischen -1 und 1
genau einmal an, und deshalb ist die Umkehrfunktion arcsin (Arcussinus)
auf [—1, 1] definiert und hat Werte in [—7/2, 7/2]. Seine Ableitung bekommt
man aus

1
arcsin’(sin(z)) = - o
sin’(x
B 1
~ cos(z)
B 1
1 — sin®(z)
. , ]‘
arcsin’(y) =

Wichtiger als der Arcussinus ist der Arcustangens, denn er wird fiir die
Umformung von cartesischen Koordinaten (z,y) in Polarkoordinaten (r, )
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gebraucht. Man sehe sich das nochmal auf Seite [[04] an. Der Tangens

sin(z)

tan(zx) := cos(a)

ist wie der Sinus auf [—7/2, 7/2| streng monoton steigend, denn seine Ablei-
tung ist auf (—m/2,7/2) nach der Quotientenregel als

tan'(z) — (Sin(x) )

cos(x)
cos(x) cos(x) — (— sin(x)) sin(x)

cos?(x)
1

cos?(x)

positiv und am Rand sogar 4+o00. Seine Umkehrfunktion, der Arcustangens,
hat dann die Ableitung

arctan’(tan(z)) =

cos?(x)

arctan’(y) =

12.1.2 Symbolisches Differenzieren

Komplizierte Funktionen differenziert man besser symbolisch, um Fehlerquel-
len zu vermeiden. Dazu verwendet man Programme wie MuPAD, MAPLE,
Mathematica oder MATLAB (das letztere hat eine auf MAPLE aufsetzen-
de “Symbolic Math Toolbox”). Es folgen ein paar Beispiele, in denen wir
die Funktion f(z) = exp(—2zy(r — 2)?) nach der Variablen x zweimal dif-
ferenzieren. Die anderen vorkommenden Groflen y und z sind beziiglich x
konstant, werden also wie andere Konstanten, z.B. 2 behandelt. Man kann
sich das Ergebnis gleich als giiltigen C—Ausdruck zu Programmierzwecken
ausgeben lassen.

In MAPLE:
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> restart;with(CodeGeneration) :
Warning, the protected name Matlab.....

> fr=exp(-2xxxy* (x-2)"2) ;
/ 2\
f i=exp\-2xy (x-2)/
> df:=diff(f,x);
/ 2 \ / 2\
df :=\-2y (x-2) -4xy x-2)/exp\-2xy (x-2)/
> ddf:=diff (f,x,x);
/ 2\
ddf := (-8 y (x - 2z) -4x7y) exp\2xy (x -2) /

2
/ 2 \ / 2\
+\-2y (x-2) -4xy x-2) exp\2xy (x-2)/
> simplify(ddf);
/ 2\ / 4 3 2 2
4 exp\-2xy (x-2)/y\-3x+2z+9yx -24yx z+22yx z

3 4\
-8yxz +yz/
> C(simplify(ddf));
cg = 0.4el * exp(-0.2el * x * y * pow(x - z, 0.2el))
* y % (-0.3el * x + 0.2el * z + 0.9el * y * pow(x, 0.4el)
- 0.24e2 * y * pow(x, 0.3el) * z + 0.22e2 * y * X * X * z * z
- 0.8el x y * x * pow(z, 0.3el) + y * pow(z, 0.4el));

In MuPAD:
>> f(x) :=exp (-2*y*(x-2)"2)

2
exp(- 2y (x-2))
>> df (x) :=diff (f(x),x)

2
-2y (@2x-22z) exp(-2y (x-2))
>> ddf (x) :=diff (df (x),x)
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2 2 2 2
4y (2x-22z) exp(-2y x-2))-4dyexp(-2y (x-2))
>>

12.1.3 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Zunichst setzt Differenzierbarkeit immer Stetigkeit voraus:

Theorem 12.9 Ist eine reelle Funktion f in x differenzierbar, so ist sie in
x auch stetig.

Beweis: Wir benutzen Satz Deshalb gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0,
so dass aus x,y € I, |z —y| < J stets (LX) folgt. Ist (z,,), eine beliebige
gegen x konvergente Folge, so ergibt sich

|f (n) = f(@)] < [f'(2)(@n — 2)| + €lzn — 2|

und weil die rechte Seite eine Nullfolge ist, konvergiert (f(z,))n gegen f(x).
O

Leider miissen wir auch den Albtraum aller Schiiler hier bringen:

Definition 12.10 Es sei [ eine auf I stetige reellwertige Funktion. Ein
Punkt x € I heifit lokales Minimum bzw. lokales Maximum von f in
I, wenn es eine Umgebung U von x g¢ibt, so daff f in x sein Minimum bzw.
Mazimum beziiglich U NI annimmt. Mit anderen Worten: es gibt ein § > 0,
so daf
= i t) od = t

PO = iciBRarg 1O 17 IO = T
gilt. Man nennt die Punkte, an denen lokale Minima und Maxima angenom-
men werden, auch lokale Extremstellen, und die Werte dort sind Extrem-
Werteﬂ.

Achtung: z ist die Extremstelle und f(z) ist der Extremwert!

Man mache sich klar, dafl eine Extremstelle auch am Rand des Definiti-
onsbereichs [ liegen kann. Aber in diesem Fall ist der folgende Satz nicht
anwendbar:

Theorem 12.11 Es sei [ eine auf [a,b] stetige und in (a,b) differenzier-
bare reellwertige Funktion. Hat f in x € (a,b) ein lokales Minimum oder
Maximum, so folgt f'(z) = 0.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Extremwert
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Beweis: Wir benutzen Satz auf Seite B0O. Wenn f'(z) # 0 gelten wiirde,
so wire f in einer Umgebung von z streng monoton. Widerspruch. O

Wie man am Beispiel f(z) = 2® in 2 = 0 sehen kann, gilt die Umkehrung

nicht. Bevor wir die “Kurvendiskussion[l” fortsetzen, bringen wir noch drei
wichtige Verschéarfungen des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen:

Theorem 12.12 Es sei f eine auf [a, b] stetige und in (a,b) differenzierbare
reellwertige Funktion.

e Satz von Rolle:
Gilt f(a) = f(b), so gibt es ein x € (a,b) mit f'(x) = 0.

o Mittelwertsatzl:
Es gibt ein x € (a,b) mit

1) ~ f()

fllo) = =— (12.13)

Beweis: Zum Beweis des Satzes von Rolle benutzen wir wieder Satz auf
Seite BOB. Wenn die Aussage des Satzes von Rolle falsch wére, d.h. f'(z) # 0
auf ganz (a, b) gelten wiirde, so miifite f auf (a,b) streng monoton sein. Weil
f auf [a,b] stetig ist, muss f also sein Minimum und Maximum in a und
b annehmen, und diese beiden Funktionswerte miissen wegen der strengen
Monotonie verschieden sein. Widerspruch.

Der Mittelwertsatz folgt dann durch Anwendung des Satzes von Rolle auf
die Funktion
f(b) — f(a)

gl) = f(2) — (o — o)1

Auch g ist auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Weil g die Voraus-
setzungen des Satzes von Rolle erfiillt, denn es gilt g(a) = g(b), gibt es ein
x € (a,b) mit ¢'(z) = 0. Das liefert (CZI3). O

Dieser Satz hat eine extrem wichtige Verallgemeinerung;:

Theorem 12.14 (Satz von Taylor@)
Es sei f in einem Intervall |a,b] mindestens n—mal stetig differenzierbar,

"http://de.wikipedia.org/wiki/Kurvendiskussion
%http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Rolle
3http://de.wikipedia.org/wiki/Mittelwertsatz_der_Differentialrechnung
4http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Taylor.html
Shttp://de.wikipedia.org/wiki/Taylorformel
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und die (n + 1)-te Ableitung existiere in (a,b). Dann gibt es zu jedem x und
xo # x in [a,b] ein & echt zwischen x und o, so dafl

n+1

_ Z fm(xo)(x—ji!xo)j _ f(nH)(g)M (12.15)

(n+1)!

gilt. Man nennt die Summe das Taylorpolynom n-ten Grades zu f in xg,
und die rechte Seite heifst Restglied.

Beweis: Seien = # x( fest gegeben. Wegen x # xy kdnnen wir eine Zahl r
durch die Gleichung

- i F9 () @ _jva)j =1 (z—x0)""
=0 '

definieren. Wir nehmen voriibergehend zwei neue Variablen y und z, um die
Funktion

0ay) = 1) = 3 Bl

J=0 7

zu definieren. Deren Ableitung miissen wir etwas miihevoll ausrechnen:

N o TRt €t )0 PN Gt )
9:(y) = 0 ;(f W) 4 7w (j—l)!>
tr(n+1)- (2 —y)"
R O = P N

= ETY - gy,

n!

wobei wir benutzt haben, dass die Produktregel-Terme in der Summe sich
gegenseitig fast alle wegheben.

Aber jetzt rechnen wir g,(z) und g,(zo) aus:
(x —x
5la) = Zf“ Co a0

Galo) = flz)— Zf” (wo)w—T'(IE—xo)"H:O.

|
J=0 J:

Die erste Gleichung gilt nach Definition von g,, die zweite nach Definition
von 7. Nach dem Satz von Rolle, angewendet auf die Funktion g¢,(y), die in
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[a, b] stetig und in (a, b) differenzierbar ist, gibt es ein £ echt zwischen z und
xo mit g, (£) = 0. Das ergibt wegen £ # x und

7.(&) = (:Ey—lilf)" (r(n + 1) — f(nJrl)(g)) —0

die Gleichung
(w — o)™t - (w = o)

T = @ = 1)

J=0

(e = a)™* = fO(g)

O

Man kann die Bedeutung des Taylorschen Satzes nicht hoch genug einschétzen.
Er besagt, dafl man eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion f lokal in der
Nihe eines “Entwicklungspunktes” xg durch ein Polynom P, (z) vom Grade
n so ersetzen kann, dafl der absolute Fehler in Punkten x nahe bei z, die

genaue Form f("“)(f)% hat.

Damit die Wichtigkeit glaubhaft wird, folgen sofort drei Beispiele.

Ist eine Funktion f an einer Stelle xy beliebig oft differenzierbar, so kann
man fragen, ob die Taylorreiheﬂ

£ (g
fay =S L e

n.

n=0

fiir z aus einer Umgebung von z, oder sogar iiberall konvergiert. Bei der
Exponentialfunktion ist das klar, weil

exp™(0) , S L,
exp(e) = ) T T n”
n=0 ’ n=0

iiberall konvergiert. Aber auch die geometrische Reihe

1 =
1_£=Ex],|x|<1
n=0

ist gleich ihrer Taylorreihe, weil man per Induktion die Ableitungen

( 1 >(") = (=)™ = nl(1 = z) 0D

1l—=x

"http://de.wikipedia.org/wiki/Taylorreihe
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mit dem Wert n! an der Stelle z = 0 bekommt. Der Zusammenhang zwischen
Taylorreihen und Potenzreihen wird unten noch etwas genauer zu behanden
sein.

Wenn man fiir eine Funktion eine Methode hat, Funktionswerte auszurech-
nen, hat man noch lange kein Verfahren, die Ableitung exakt auszurechnen.
Man kann aber durch zwei Funktionsaufrufe f(z+h) und f(z) den Differen-

zenquotienten
f(x+h) = fx)
h

berechnen und ihn als Ersatz fiir die Ableitung f’(z) ansehen. Wie grof ist
der Fehler?

Der Taylorsche Satz liefert fiir zweimal differenzierbare Funktionen sofort

f($+h)—f($) / _1 "
()| = 5l

mit einem & zwischen x und x 4+ h. Das ist ziemlich schlecht, aber man
kann nichts Besseres erwarten, weil Gleichheit gilt. Obendrein tritt schwere
Ausloschung bei der Berechnung des Differenzenquotienten auf, und man
kann gar keine sehr kleinen h verwenden. Das untersuchen wir spéter. Ist f
dreimal stetig differenzierbar, so zieht man zwei Taylor-Entwicklungen um
x voneinander ab, um nach einiger Rechnung

flx+h) = flz—h)

- R (1)

, 1
—f(x) Sg

mi einem & zwischen x — h und x + h zu bekommen. Schon besser.

Jetzt wollen wir den Fehler grob abschiitzen, der in Satz auf Seite
bei der Ersetzung von Funktionen durch Geradenstiicke auftrat. Wir halten
zwei Punkte x und x + h fest und ersetzen f dort durch

p(y) = f(z) + (y—x)f@”*h})l—f(x)

Das verbindet die Punkte (z, f(z)) und (x + h, f(z + h)) durch eine Gerade.
Wenn wir f(z + h) und f(y) beide um = entwickeln bis zur 2. Ableitung,
bekommen wir

fur alle y € [z, + h].

Fath) = f@) b+ )
f0) = @)+ -+
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und der Fehler wird

FO-p) = F@+ -0+ L e

(10 + -2 (re+5re))
= W e -k e
£~ o) < A max(| (6] 7))

Diese Abschitzung kann man durch geschickteres Entwickeln verbessern,
aber sie zeigt immerhin, dafl die Ersetzung einer zweimal stetig differenzier-
baren Funktion f durch einen stiickweise linearen und stetigen Geradenzug
fa auf einer Zerlegung A hochstens den Fehler

1f = falloo < R(A) "l

hat. Dieses Ergebnis ist deutlich besser als das von Satz auf Seite 296,
aber wir haben auch mehr vorausgesetzt.

Wenn man bei Untersuchungen von Funktionen auf die Situation I 8

(z)
stof3t, hilft oft die folgende Anwendung des Mittelwertsatzes: ’

Theorem 12.16 (Satz von de l’Hospita]E)

Es seien f und g Funktionen, die in |a,b] differenzierbar seien, und die
Ableitungen f' und g' seien noch in (a,b) stetig. Ferner sei v € (a,b) ein
Punkt mit f(x) =0, g(z) =0, ¢'(z) # 0. Dann gilt:
/()
g'(x)"

Beweis: Wir wiihlen einen beliebigen Punkt y € (a,b) \ {z}. Dann gilt nach
dem Mittelwertsatz

Der Grenzwert lim,,_,, % existiert und st gleich

= f(&), & zwischen y und x

= ¢'(n), n zwischen y und x

9Y) — 9\%)
M) 16 -I@ e
gy)  9ly) —g(x) g'(n)

, &, m zwischen y und x

und wenn wir als y beliebige Folgenglieder einer gegen x konvergenten Folge
einsetzen, ergibt sich
fly) _ f'(=@)

W ely) @)

http://de.wikipedia.org/wiki/Regel_von_L%E2%80%99Hospital
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weil die Punkte ¢ und 7 zwischen y und x liegen und somit auch gegen x
konvergieren, und weil f’ und ¢’ in z stetig sind. O

Typische Anwendungen, die man aber auch anders beweisen kann, sind

Coat—1

lim = n

z—1 ¢ —1

sin(x

lim L = 1.

z—0 xT
Gilt bei speziellen Anwendungen nicht nur % = %, sondern auch noch
’; :((g = %, so wendet man, wenn die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen

gegeben sind, den Satz von de 'Hospital einfach noch einmal an und geht zu

; ::Eg iiber.

12.1.4 Differentiation von Potenzreihen

Jetzt gehen wir noch einmal etwas griindlicher auf Potenzreihen ein.

Theorem 12.17 Es sei -
f(z) = Z apx"
n=0

eine fir |x| < R absolut konvergente Potenzreihe, d.h. es sei

oo
> Jan|R" < 00
n=0

konvergent. Dann ist f fir alle x mit || < R unendlich oft differenzierbar.
Alle Ableitungen sind durch gliedweises Differenzieren der Potenzreihe von f
selbst als Potenzreihe darstellbar, und alle diese Potenzreihen konvergieren
absolut fiir |x| < R. Insbesondere stimmt f mit seiner Taylorreihe tberein,

™) (0

d.h. es gilt a, = / '( ) fiir alle n > 0. Ferner stimmt f auch mait jeder sei-
n!

ner Taylorreihen in beliebigen Entwicklungspunkten xo mit |zo| < R diberein,

d.h. es gilt

%) (g
f) =3 T gy

und diese Reihe ist absolut konvergent fir alle x € IR mit |v—xo| < R—|xo].
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Beweis: Wir bringen nur eine Skizze und untersuchen zuerst die Reihe
o0
g(z) = E nanr" !,
n=1

die f’ darstellen kénnte, weil sie durch gliedweises Differenzieren der Reihe
von f entsteht. Die Konvergenz wird nur fiir |z| < R behauptet, und deshalb
setzen wir |z| < r < R mit einem geeigneten r voraus. Dann folgt

- n—1 _ - L)nl an
;n|an|r ;n|an| <R I

IN

3

S

s
/N
==
N~—~
3
=Vl

3

T

wenn K so grofl gewahlt wird, daf fiir alle n > K die Abschéitzung

n <L)n1 l <1
R R~
gilt. So ein K muss existieren, weil die Folge (}%)n_l geometrisch—exponentiell
gegen Null geht, die Folge n aber nur polynomial gegen Unendlich (sieche Satz
auf Seite Z32). Also konvergiert die Reihe noch fiir alle |z| < r < R,
und weil 7 < R beliebig war auch fiir alle |z| < R. Dasselbe gilt dann

fiir alle hoheren gliedweisen Ableitungen der Potenzreihe, und insbesondere

konvergiert
o0

Zn(n — 1)|a,|r™? fiir alle r < R, (12.18)

n=2

was wir gleich brauchen werden.

Um zu beweisen, dass g(z) = f'(x) gilt, sehen wir uns erst mit der Taylor-
formel die Entwicklung von y — y" fiir n > 2 an:

" = xp + (v — zo)nzy "t +n(n — 1)(z — x0)%"2/2
mit £ zwischen zy und z, und fiir x := xq + h folgt

(o + h)" = 2§ + nhx) ' +n(n — 1)h%"2/2
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mit & zwischen zy und xy + h. Das setzen wir in Partialsummen der Reihen
ein:

(an(zo + R)"* — anzy — na,hzy™")

WE

i
o

N

h2
72 n(n — 1)a," 2.
n=2

Erfiillen 2y und xy + h die Ungleichung |z| < r, so auch &, und wir kénnen

(TZIX) benutzen, um

Z }an(a:o +h)" — apxy — nanhxg’ll

h2 - n—2
< 5] n(n — 1)a,r

n=2

zu bekommen. Fiir festes h > 0 konnen wir den Grenziibergang N — oo
ausfithren und bekommen

[f (o + ) = f(x0) = hg(wo)l = |D_ anlzo+h)" = anrf — nahag ™!
< Z |an(To + h)" — anxf — nay,hal ™|
B2 &
< ) n(n —1)a,r" 2.

n=2

Nach Satz[[Z2 auf Seite BU4l folgt dann f'(z) = g(x). Genauso argumentiert
man fiir alle anderen Ableitungen.

Die Entwicklung in einem anderen Punkt zy hat die Form

fl@) = ) aua”
n=0
= Z(ln (n) (z — x0) 2]
=0 \J

n=0
o o n
— j n—j
= E (x —x0) Y ap j)xo )
J=0 J

(3
Il

S

~~

=:b

<
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wobel man

- Eu)

n=j
1 & , .
= ﬁZann~(n—1)~-~(n—j+1)x0 I
n=j
1 .
- F f(J)(xO)
hat, und dabei sind die auftretenden Reihen nach den obigen Argumenten

absolut konvergent fiir |xo| < R. Das setzt man nun in die Entwickung um
xo ein und beweist die Konvergenz wie folgt:

o0
> sl — ol
j=0

o0 o0 n
< Zm_mpzw()wn_j
=0 n—j J
0o n n ' '
_ Z|an|z<‘)|$o|n]|$—xo|]
n=0 =0 \J
o0
=S Jaul(lz — 0| + zo])”
n=0
o0
< D an|R" < 0.

n=0
O

Obwohl es auch anderweitig geht, kann man mit dem obigen Satz sofort
einsehen, dass

= 1
;nxn_l = =22 fir alle |z| < 1

gilt. Man bildet einfach die Ableitung von 1/(1—x), der geometrischen Reihe.

Eine weitere Anwendung betrifft die in der Signalverarbeitung wichtige sinc—
Funktion f(z) = Smmﬂ Als Anwendung des Satzes von de I’'Hospital haben
wir schon gesehen, dass f(0) = 1 gesetzt werden kann, d.h. es liegt keine
Singularitdt im Nullpunkt vor. Wenn wir die Reihe der Sinusfunktion ver-
wenden, folgt

(2n + 1)!
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und diese Reihe ist iiberall absolut konvergent, weil fiir || < R man gemé&8

\aﬂQ" oo ]%Zn

[
— (2n+1)!

e}

n

= —exp(R)

abschétzen kann. Also hat die Funktion beliebig viele Ableitungen, und diese
Ableitungen kann man durch gliedweises Differenzieren der Potenzreihe er-
halten. Nullstellen liegen vor bei k - 7 fiir alle & € ZZ \ {0}, und nach dem
Satz von Rolle liegt zwischen je zwei solcher Nullstellen je eine Nullstelle der
Ableitung. Dieses Argument 148t sich beliebig oft wiederholen, um unend-
lich viele Nullstellen jeder Ableitung zu erhalten. Die Funktion klingt gegen
Unendlich ab.

12.1.5 Kurvendiskussion

Fiir die schon in der Schule iibliche “Kurvendiskussion” brauchen wir noch
ein paar Begriffe:

Definition 12.19 Es sei f auf I eine differenzierbare Funktion.
1. Hat f in einem Punkt z eine Nullstelle mit dem Verhalten
f(x) =O((z —2)") firz— =z
mit einem positiven m, so hat z die Nullstellenordnung m.

2. Die Nullstellen von f'" in I heiffen kritische Punkte.

3. Ist f in einer Umgebung eines inneren Punktes x aus I sogar zweimal
differenzierbar, und ist x Extremstelle von f', so wird x Wendepunktﬂ
von f genannt.

4. Fine (nicht behebbare) Singularit'aitﬁ von f ist ein Punkt z aufSerhalb
des Definitionsbereichs I von f, in den f nicht stetig fortsetzbar ist,
fiir den es also Folgen (z,), in I gibt, die gegen z konvergieren, fiir
die aber die Folgen (f(x,)), nicht alle gegen einen endlichen festen
gemeinsamen Grenzwert konvergieren.

"http://de.wikipedia.org/wiki/Wendepunkt
%http://de.wikipedia.org/wiki/Singularit%C3%A4t_%28Mathematik%29


http://de.wikipedia.org/wiki/Wendepunkt
http://de.wikipedia.org/wiki/Singularit%C3%A4t_%28Mathematik%29

12 DIFFERENTIALRECHNUNG 322

5.

8.

Pole oder Polstellenl] sind Singularititen z, in deren Umgebung die
Funktion f nicht beschrinkt ist.

Gibt es ein positives m mit
fl)=0{(z—2)"") firz — z,
so hat z die Polordnung m.

Die Funktion f ist auf I konvex bzw. konkav, wenn fir alle x,y € I
und alle Konvexkombinationen z = a-z+ (1—a)-y€ I, a € [0,1]
die Ungleichungen

f(2)

a-flx)+ (1 —a)- fly) (Konvexitit)
fz) = a-f

+
(x)+ (1 —«a)- f(y) (Konkavitit)

IV INA

gelten.

Asymptotenﬁ bzgl v — +oo sind Funktionen g, fir die
|f(zn) — g(xn)| — O fir alle Folgen (z,,),, mit x, — o0 oder — 0o

gilt. Dabei sollten f und g fir grofle Argumente, d.h. in Umgebungen
von +oo definiert sein. Wie man an der Wikipedia sehen kann, ist
der Begriff der Asymptote nicht so einfach mit voller Allgemeinheit
definierbar.

Eine sogenannte Kurvendiskussionfl (eine Kurvell ist mathematisch aller-
dings etwas Anderes) besteht darin, zu einer auf einer Teilmenge von IR
definierten Funktion f folgendes zu untersuchen (oder eine Teilmenge da-

von):
1.
2.
3.
4.

Definitionsbereich von f
Stetigkeit
Singularitdten, inklusive Bestimmung der Ordnung von Polen

Differenzierbarkeit (wie viele Ableitungen existieren wo, und sind sie
noch stetig?)

"http://de.wikipedia.org/wiki/Polstelle
?http://de.wikipedia.org/wiki/Asymptote
3http://de.wikipedia.org/wiki/Kurvendiskussion
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Kurve_(Mathematik)


http://de.wikipedia.org/wiki/Polstelle
http://de.wikipedia.org/wiki/Asymptote
http://de.wikipedia.org/wiki/Kurvendiskussion
http://de.wikipedia.org/wiki/Kurve_(Mathematik)
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9.
10.

. Nullstellen von f und den Ableitungen von f, inklusive Bestimmung

der Nullstellenordnung

Monotonie

. Extremwerte

. Wendepunkte

Konkavitat und Konvexitét

Asymptoten

Man sollte eine Kurvendiskussion immer mit einer Zeichnung des Graphen
beginnen.

Wir stellen nach den Begriffen auch noch einige Hilfsmittel zusammen.

Theorem 12.20 FEs sei f in allen Punkten des Definitionsbereiches zweimal
stetig differenzierbar.

1.

Lokale Extremstellen im Innern des Definitionsbereiches sind immer

kritische Punkte (Satz[IZI1). Die Umkehrung gilt nicht.

Kritische Punkte x im Innern des Definitionsbereiches, in denen die
zweite Ableitung nicht verschwindet, sind lokale Extremstellen.

Kritische Punkte sind lokale Maxima, wenn f"(x) < 0 gilt, und lokale
Minima, wenn f"(x) < 0 gilt.

In Umgebungen von Punkten x mit f'(x) # 0 ist die Funktion streng
monoton (Satz[IZ3).

In Umgebungen von Punkten x mit f"(x) > 0 bzw. f"(x) < 0 ist die
Funktion konvez bzw. konkav.

Wendepunkte sind notwendig kritische Punkte von f'. Die Umkehrung
gilt nicht.

FEin kritischer Punkt x von f’ (d.h. eine Nullstelle von f") ist Wende-
punkt von f, wenn f in einer Umgebung von x dreimal stetig differen-
zierbar ist und f"(x) nicht verschwindet.
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Beweis: In Umgebungen von Punkten z, in denen f”(x) # 0 gilt, ist f
nach Satz streng monoton. Im Falle f”(z) > 0 ist f’ streng monoton
wachsend, und deshalb gilt fiir alle nahe bei x gelegenen Punkte x_ <z < x,
nach dem Mittelwertsatz die Ungleichung

f(.ﬁl]) f(l’,) _ f/(z_) < f,(l’) < f<x+) f(.T) _ f,(Z+)
x—x_ Ty —X

fiir gewisse Punkte z_ € (z_,x), 24 € (z,24).

Gilt zusétzlich f'(x) = 0, so folgt daraus, dass f in x ein lokales Minimum
hat, denn es gilt

fl@) = fle) <0< fleg) = flz).

Wenn wir wissen, dafl zwischen zwei Punkten x_ und z, die zweite Ab-
leitung noch positiv ist, konnen wir einen beliebigen Zwischenpunkt z als
Konvexkombination der Punkte x_ und z, wéhlen:

Ty — T —T_

r=——0_+ —— Ty.
Ty — T Ty — T
N—— N——
= =l—«

Zum Beweis der Konvexitédt von f miissen wir dann

flz) < flao) + —f(ay)

Ty — T Ty — T

ry —&

zeigen, und wir konnen dabei x € (x_,z,) voraussetzen. Mit diesen drei
Punkten gehen wir nochmal in die erste Ungleichung und erhalten die (sogar
“strikte” ) Konvexitit aus

0 < fl(zy) = f'(2-)
flz-) = f(z) n flzy) — f(z)

T —T_ Ty —

0 < (zy —2)(fx-) = f(@) + (x — 2 )(f(zy) = [(2))

(0r —w+a—2)f(x) < (2s—2)f(a )+ (x—a)f(es)

f@) < 2T fa) + ——f(ay).

Ty — T Ty — T
Zur Kurvendiskussion werden diverse Beispiele in den Ubungen behandelt.

Im obigen Satz bleiben einige Fille offen, wenn mehrere aufeinanderfolgende
Ableitungen an derselben Stelle verschwinden. Dazu hat man sich dann
die Nullstellenordnung der entsprechenden Ableitung anzusehen und das
folgende Ergebnis anzuwenden:
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Theorem 12.21 Ist f in einer Umgebung einer Nullstelle z der Ordnung
2m — 1 noch (2m — 1)-mal stetig differenzierbar und gilt f®m=Y(z) # 0, so
wechselt [ in einer Umgebung von z das Vorzeichen, d.h. der Punkt z ist keine
lokale Extremstelle. Im Falle einer geraden Nullstellenordnung wechselt f in
einer Umgebung von z das Vorzeichen micht, d.h. z ist lokale Extremstelle
von f.

Beweis: Hat f eine Nullstelle der genauen Ordnung 2m — 1 in z, so gilt

f2)=f(z) == fE" () =0# [0 V(2),

weil f lokal das Verhalten (x — 2)?™~! hat. Nach dem Satz von Taylor gibt
es zu jedem x aus einer Umgebung von z ein ¢ zwischen x und z mit

Fer D)o — 2
J(x) = 2m — 1) '

Weil f@m=1(2) nicht verschwindet, ist also das Vorzeichenverhalten von f(x)
um z dasselbe wie das von ™V (z)(z — 2)?™~1. Ganz analog argumentiert
man fiir gerade Nullstellenordnungen. a

Den obigen Satz wendet man auf f' an, um Wendepunkte zu kliaren.

Die typischen logischen Fehler bei Kurvendiskussionen betreffen die Ver-
wechslung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen sowie das un-
saubere Losen von Gleichungen (z.B. Fehlen von Proben).

12.1.6 Differentialrechnung vektorwertiger Funktionen

Natiirlich kann man auch Funktionen einer reellen Variablen betrachten,
deren Bild in einem Vektorraum wie IR" liegt. Hier sind ein paar Beispiele:

Der Einheitskreisrand ist darstellbar als Bild von
f() := (cos(¢),sin(¢))" € IR?, f : [0,21) — IR*.
Ein Strahl im IR?, der von z € IR? aus in Richtung r € IR*\ {0} geht, ist

f@)=ax+t-re€IR® ;f : [0,00) — IR®.

f(t):=< L t2>

Die Funktion

148214+ 1412
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hat Werte auf der Oberfliche der dreidimensionalen Einheitskugel, weil die
Quadratsumme der Bildkomponenten gleich 1 ist.

Jede Bildkomponente einer solchen Abbildung
foT— R e (), fa(D) € R (12.22)

ist eine ganz “normale” reelle Funktion, und deshalb kann man, wenn die
entsprechenden Ableitungen existieren, die Definition

f1#) = (A, f,0)" (12.23)
verwenden, d.h. die Ableitung eines Vektors ist der Vektor der Ableitungen.

Definition 12.24 FEine Abbildung f : IR O I — IR" mit (ITZZ2) und n > 2
heifst Kurvdl.

Sind alle Komponentenableitungen in t € I definiert, so heifit f'(t) :=
(10, ..., L ()T mit (CZZ3) der Tangentialvektofl an die Kurve f im
Punkte f(t).

Der Skalar t € I heifst Parameter der Kurve.

Man berechne die Tangentialvektoren fiir die obigen Beispiele und mache sich
den geometrischen Sachverhalt klar.

Eine schone Sammlung von Kurven findet sich auf der mathematikgeschicht-
lichen websitd] der St. Andrews Universitit in Schottland.

Hier beginnt das mathematische Spezialgebiet der Differentialgeometrieﬁ,
in dem Kurven, Flachen und Koérper im zwei— und dreidimensionalen Raum
behandelt werden. Wegen der wichtigen Anwendungen im Computer—
Aided Designﬁ (CAD, rechnergestiitztes Konstruieren) ist es auch fiir
Informatik—Studierende wichtig. Man sehe sich geeignete websites zum Stich-
wort CAD an, u.a die Seiten des marktfithrenden Produkts CATIA und zu-
geordnete Demo

Geschlossene geometrische Gebilde wie Kreise und Ellipsen kann man nicht
komplett durch eine simple reellwertige Funktion im cartesischen Kordinaten-
system beschreiben, weil man kein cartesisches Koordinatensystem so legen

"http://de.wikipedia.org/wiki/Kurve_(Mathematik)
?http://de.wikipedia.org/wiki/Tangente
3http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Curves/Curves.html
‘http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialgeometrie
Shttp://de.wikipedia.org/wiki/Computer_Aided_Design
Shttp://www.3ds.com/gallery/virtools—4-tour/


http://de.wikipedia.org/wiki/Kurve_(Mathematik)
http://de.wikipedia.org/wiki/Tangente
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Curves/Curves.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialgeometrie
http://de.wikipedia.org/wiki/Computer_Aided_Design
http://www.3ds.com/gallery/virtools-4-tour/
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kann, dafl man die Kurve eindeutig definieren kann. Man kann z.B. Polarko-
ordinaten nehmen, aber diese zeichnen den Nullpunkt auf besondere Weise
aus und versagen fiir Gebilde, die auf Strahlen durch den Nullpunkt ver-
laufen. Deshalb kommt man nicht um den obigen Begriff herum, wenn man
Geometrie auf Kurven treiben will.

Beschreibt f(t) den Ort eines beweglichen Punktes in Abhéngigkeit von der
Zeit t, so ist f'(t) der Geschwindigkeitsvektor und f”(t) der Beschleunigungs-
vektor, sofern die Komponentenabbildungen zweimal differenzierbar sind. Die
skalare Geschwindigkeit wire dann || f'(¢)||2. Um deren Ableitung auszurech-
nen, konnte man die Beziehung

17 B)ll2 = A/ ILF @13 = v F(OTf () (12.25)

nutzen und die Kettenregel sowie die Ableitung eines Skalarproduktes heran-
ziehen. Weil ein Skalarprodukt aber ein Spezialfall eines Matrizenproduktes
ist, hilft folgendes Ergebnis:

Theorem 12.26 Sind die Komponentenabbildungen der matrizwertigen Funk-
tionen

At) = (a(t)) € IR™™  fiir alle t € [a,b]
B(t) = (bj(t)) € R™™ fir alle t € [a,]

int € [a,b] differenzierbar, so gilt die Produktregel
(A-B)'(t) = A'(t) - B(t) + A(t) - B'(t),
wober wie fiir Kurven die matrixwertigen Ableitungen als
A(t) == (a;j(t)) e IR™>™
definiert sind.

Beweis: Man differenziert die Komponenten des Matrizenprodukts A- B mit
der Produktregel und bekommt

(€] (A- B)ey)'(t) = <Z aij(t) - bjk(ﬂ)

= Z (aij (t) - bjk@) + @ij (t) b;k@))
= Z ag;(t) - bjr(t) + Z ai;(t) - b, (1)

Jj=1

_ AW Bler + TA() - B(D)ex
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fiir alle Komponenten der Bildmatrix. a

Damit kénnen wir nun die Ableitung von ([Z2H) leicht ausrechnen:
B LUK,
217 @)l L @)1l

sofern f in ¢t zweimal differenzierbar ist und der Tangentialvektor f’(t) nicht
verschwindet.

(L @12) (f"@OF @)+ O () =

Ein weitere Anwendung des obigen Satzes betrifft die Wirkung linearer Ab-
bildungen auf Kurven. Ist A eine feste Matrix, die eine differenzierbare Kurve
x(t) linear transformiert, z.B. dreht oder spiegelt, so folgt

(A-x(t) = \A”_/x(t) +A-2'(t) = A-2'(¢),

=0

d.h. der Tangentialvektor wird derselben Transformation unterworfen, zu-
sammen mit allen eventuellen hoheren Ableitungen.

Diese Dinge sehen abstrakt aus, sind aber sehr praktisch. Klaren wir zur Illu-
stration die Frage, wann ein Auto aus der Kurve fliegt. Offenbar dann, wenn
die seitliche Beschleunigung zu grofl wird, denn die seitlich wirkende Flieh-
kraft ist, wie alle dynamischen Kréfte, proportional zur Beschleunigung. Die
“seitliche” Beschleunigung ist gegeben durch die Projektion des Beschleu-
nigungsvektors f”(t) auf die Richtung, die senkrecht zum Tangentialvektor
f/(t) ist und positives Skalarprodukt mit dem Beschleunigungsvektor hat.
Die entscheidende Grofle ist deshalb die Lange des Vektors

" f'(t)
L @13

denn dieser steht auf dem Tangentialvektor senkrecht. Man sollte sich an
dieser Stelle noch einmal ansehen, was in Abschnitt B4 (iber Orthogonalitét
und Projektoren gesagt wurde, denn oben kommt der Projektor

RN
Ply) = ( TOIE ) TOIE

auf die Richtung oI des Tangentlalvektors f'(t) vor. Der Zusammenhang
zu Definition aufl Seite [0 besteht darin, dass man den Vektor u; so
wéhlen muss, dass er die Liange 1 hat und tangential ist, d.h. man hat u; =

”f’[# zu setzen. Wegen Satz auf Seite [7H steht dann f”(¢) — P(f"(t))
é Aem Tangentialvektor senkrecht.

') = == (),
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Wir haben oben eine Kurve als vektorwertige Abbildung f definiert, die auf
einem Intervall I der reellen Zahlen definiert ist und Werte in einem IR"
hat. Davon zu unterscheiden ist die Bildmenge f(I) C IR" als Punktmenge
im [R™. Beispielsweise kann man die Ideallinie einer Rennstrecke mit sehr
unterschiedlichen Geschwindigkeiten befahren. Jede solche “Befahrung” ist
eine Kurve in unserem Sinne, aber alle diese Kurven haben dieselbe Bild-
menge, ndmlich die Ideallinie der Rennstrecke. Die Richtung der jeweiligen
Geschwindigkeitsvektoren ist im geometrischen Sinne immer tangential zur
Ideallinie, aber die Léinge des jeweiligen Geschwindigkeitsvektors héngt von
der Fahrgeschwindigkeit ab.

Die einfachste Art, zwei Kurven mit gleicher Bildmenge zu konstruieren,
besteht darin, eine Kurve f : [ — IR™ mit einer bijektiven Abbildung
¢ : J I auf einem Intervall J durch

g(t) == f(p(t)) fir alle t € J

zu reparametrisieren. Man nennt dann ¢ eine Umparametrisierung
von f. Die Bilder beider Kurven sind gleich. Ist die Umparametrisierung
differenzierbar, so bekommen wir fiir die Tangentialvektoren in Punkten s =
©(t) mit s € I und t € J, die ja zu demselben Bildpunkt f(s) = g(¢) fiihren,
einerseits f’(s) und andererseits nach der (komponentenweisen) Kettenregel
g'(t) = f(e(t) -¢'(t) = ['(s) - £'(1).
Man sieht, dass sich die Tangentialvektoren im selben Bildpunkt f(s) = g(t)
um den Faktor ¢/(t) unterscheiden, aber dieselbe Richtung haben. Eine ideale
Umparametrisierung wére eine solche, die zu Tangentialvektoren der Lénge
Eins fithren wiirde, d.h. es miifite tiberall ¢'(t) = 1/||f'(¢(t))]|2 gelten, damit
man ||¢’(t)||2 = 1 hatte. Unter der Voraussetzung, dafl f stetig differenzierbar
ist und tiberall f'(s) # 0 gilt, klappt das, aber es erfordert entweder Kennt-
nisse iiber die Losbarkeit von Differentialgleichungen oder den Begriff der
Bogenlinge einer Kurve. In beiden Féllen miissen wir auf die Integralrech-
nung warten.

Beispiel: Man kann Teile des Einheitskreises als Bild von Kurven darstellen,
die trigonometrische Funktionen und Wurzeln vermeiden, z.B. durch

25 1—s?
S | ——,——— ).
1+s2" 1452
Die “nichtparametrische” Darstellung des Einheitskreises durch y = £+/1 — 22
in cartesischen Koordinaten verwendet keine Kurve, kann aber je nach Vor-

zeichenwahl nur den oberen oder unteren Halbkreis beschreiben. Oben-
drein ist sie in = +1 nicht differenzierbar. Die Parametrisierung durch
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(cos(¢),sin(¢)) hat den Vorteil, dafl alle Tangentialvektoren die Lange 1 ha-
ben. Sie entspricht dem Durchfahren des Kreises mit konstanter Geschwindig-
keit. Wie wir spater sehen werden, ist der Kurvenparameter ¢ genau dann die
Bogenlidnge der Kurve, wenn die Tangentialvektoren alle die Lange 1 haben.
Das ist verwandt mit der Frage, ob die durch Reihen definierten trigonome-
trischen Funktionen mit den geometrisch